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INTRODUCCION

1. ESTADISTICA Y PROBABILIDAD

La estadistica y la probabilidad son areas de la ciencia que tienen amplia
aplicabilidad en diferentes campos del conocimiento, como la ingenieria, la
economia, la biologia, o la sociologia, entre otras. Al igual que las matematicas,
la estadistica y la probabilidad constituyen hoy uno de los ciclos fundamentales
para la formacion de un profesional de cualquier disciplina del conocimiento y
son esenciales para la explicacion y el estudio de la informacion de fenomenos
que involucran procesos de incertidumbre y de variabilidad.

La estadistica en términos generales se ocupa de la observacion, recoleccion,
organizacion, sintesis, analisis e interpretacion de la informacion contenida en
datos sobre poblaciones por medio del descubrimiento de patrones, tendencias y
relaciones entre los datos, para planear y decidir sobre su futuro. De otra parte,
la probabilidad pretende cuantificar el grado de verosimilitud de los sucesos
o eventos que no podemos controlar y sus relaciones con otros (VELASCO &
WisNniEwskl, 2001). La probabilidad se cimienta en la teoria de conjuntos y
proporciona la posibilidad de ocurrencia de los eventos futuros, para poder tomar
decisiones acerca de estos.

La palabra estadistica proviene de la palabra italiana statista, que se relaciona
con Estado, porque el Estado por lo general se ha encargado de tomar registro y
analisis acerca de sus poblaciones. La palabra estadistica fue usada por primera
vez por Gottfried Achenwall (1719-1772), un profesor de Marlborough (Nueva
Zelanda) y desde entonces se popularizo, empero, muchos siglos anteriores a
esto ya se hacian registros y analisis de los datos (BApIt & GUILLEN, 2010). Una
definicion de estadistica

La estadistica estudia el comportamiento de los fenomenos llamados de
colectivo. Estd caracterizada por una informacion acerca de un colectivo o
universo, lo que constituye su objeto material; un modo propio de razonamiento,
el método estadistico, lo que constituye su objeto formal y unas previsiones de
cara al futuro, lo que implica un ambiente de incertidumbre, que constituyen su
objeto o causa final (BATANERO, 2013) (CABRIA, 1994, p. 22, citado en BATANERO,
2013, p. 1).
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La probabilidad siempre ha sido relacionada con los juegos de azar y
el primer acercamiento matematico a esta se hizo con el filosofo italiano
Gerolamo CArRDANO (1501-1576), que fue conocido por su trabajo a través de
la correspondencia entablada entre los matematicos Blaise PASCAL (1623-1662)
y Pierre DE FERMAT (1601-1665) a través del problema de Chévalier de Meré
(BLanco, 2010). Sin embargo, la probabilidad en el medio académico de los
siglos XVII, XVIII y XIX se trataba s6lo como una disciplina empirica, aunque
hubo aportes significativos de matematicos como Jacob BERNOULLI (1654-1705),
con la ley de los grandes numeros; Abrahan DEMOIVRE (1667-1754) y PIERRE-
SiMON LAPLACE, con el teorema de DeMoivre-Laplace, y Carl Friedrich Gauss,
que es conocido por representar datos experimentales por medio de una curva en
forma de campana y por emplear el método de minimos cuadrados. No existia
una formalizacidn matematica sobre los conceptos de probabilidad. Sélo en el
siglo XX, los aportes de FRECHET (1878-1973) y CARATHEODORY (1873-1950),
con su trabajo sobre la teoria de la medida, labraron el camino para el desarrollo
axiomatico de la teoria de la probabilidad.

2. FASES DE LA ESTADISTICA

En algunos casos, la estadistica se puede definir como una herramienta
metodoldgica para la solucion de problemas planteados en diferentes areas de
las ciencias empleando el analisis de datos. Es decir, la estadistica como parte
de la matematica aplicada que usa diferentes técnicas o métodos estadisticos.
Estas técnicas se dividen en dos categorias o fases la estadistica descriptiva y la
estadistica inferencial.

La estadistica descriptiva sirve como herramienta para hacer representaciones
de los datos mediante tablas, graficos o nimeros (en algunos casos). Es decir, se
encarga de organizar y sintetizar la informacion observable ya sea de variables
cualitativas o cuantitativas provenientes de poblaciones (conjunto total de
elementos observables que son objeto de estudio) o muestras (un subconjunto de la
poblacion). Si se trabaja con muestras, la estadistica descriptiva no permite hacer
generalizaciones sobre la poblacion de estudio el resumen e interpretacion que se
obtenga de la muestra s6lo puede interpretarse sobre ella (BaDpII & GUILLEN, 2010)

Por otro lado, la estadistica inferencial permite, a partir de muestras, hacer
inferencias o dar conclusiones fuertes acerca de las poblaciones. O sea, permite
hacer generalizaciones sobre el comportamiento de la poblacion mas alla de la
muestra y todo esto con la ayuda de la probabilidad, para la toma de decisiones.

Por ejemplo, en un estudio para el lanzamiento de un nuevo producto en el
mercado, como una bebida refrescante para Colombia, se pueden determinar u
observar algunas variables de preferencia, como sabor, color, precio, tamafo,
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entre otras. Como no se puede preguntar a todos los colombianos (la poblacion),
se escoge una muestra (subconjunto de la poblacion), y cuando se hace el calculo
de proporciones o porcentajes de dichas preferencias se estaria solo en la fase de
la estadistica descriptiva, y las conclusiones que se tengan seran validas s6lo para
la muestra. Pero cuando tomamos la decision de lanzar o no este nuevo producto
al mercado, porque conocemos la probabilidad de aceptacion en la poblacion,
estariamos en la fase de la estadistica inferencial.
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El manejo de paquetes matematicos y estadisticos facilitan la ensefianza-
aprendizaje de las matematicas y de la estadistica, porque permiten hacer
procedimientos matematicos o estadisticos de una forma rapida y eficiente
(BARAHONA, BARRERA, VACA, & HIDALGO, 2015).

1. R-STUDIO

R es un software gratuito para el manejo de datos, y la elaboracion calculos
y graficas. RStudio es un programa editor para manejar R de una forma mas
sencilla y amigable. Para poder trabajar con RStudio debemos instalar primero
el R (Varios, 2023).

A continuacion, se presenta los pasos para descargar R y RStudio.

1. Dirigirse a la pagina principal de R que esté en el siguiente enlace https//
www.r-project.org/ (Figura 1).

Figura 1. Pagina principal de R.

Q The R Project for Statistical Computing

Getting Started

R s a free software environment for statistical computing and graphics. It compiles and runs on a wide
Download variety of UNIX platforms, Windows and MacOS. To download R, please choose your preferred CRAN
mirror.

[Home]

CRAN
If you have questions about R like how to download and install the software, or what the license terms
R Project are, please read our answers to frequently asked questions before you send an email.

Fuente: elaboracion propia

2. Aldar clic en la pagina principal encontramos varias opciones, entre ellas
descargar (Figura 2).
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Figura 2. Opcion de descarga de R.

Download and Install R

recompiled binary distributions of the base system and contributed packages, Windows and Mac users most likely want one of
ese versions of R:

e Download R for Linux (Debian, Fedora/Redhat, Ubuntu)
 Download R for macOS
¢ Download R for Windows

is part of many Linux distributions, you should check with your Linux package management system in addition to the link
|[above.

Fuente: elaboracion propia.

3. Buscar el pais de origen y luego seleccionar el tipo de sistema operativo
del computador para la descarga, teniendo en cuenta que el computador
es de 32 o 64 bits (Figura 3).

Figura 3. Opcion del sistema operativo y del numero de bits.

R-4.3.1 for Windows

Download R-4.3.1 for Windows (79 megabytes, 64 bit)

EADME on the Windows binary distribution
New features in this version

Fuente: elaboracion propia.

4. Abrir el instalador y dar clic en ejecutar. Luego, seleccione el idioma de
preferencia (Figura 4).

Figura 4. Opcion de idioma.

Seleccione el Idioma de la Instalacién X

Seleccione el idioma a utilizar durante la

|Espafiol v]

Fuente: elaboracion propia
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5. Aceptar términos y condiciones. Dar clic en siguiente varias veces hasta

llegar a la ventana de carga, y finalizar (Figura 5).

Figura 5. Términos y condiciones.

¢y Instalar - R for Windows 4.3.1 —

Informacion
Es importante que lea la siguiente informacidn antes de continuar.

Cuando esté listo para continuar con la instalacion, haga dic en Siguiente.

| GNU GENERAL PUBLIC LICENSE
Version 2, June 1991

Copyright (C) 1983, 1991 Free Software Foundation, Inc.

51 Franklin St, Fifth Floor, Boston, MA 02110-1301 USA
Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies
of this license document, but changing it is not allowed.

Preamble

The licenses for most software are designed to take away your
freedom to share and change it. By contrast, the GNU General Public
License is intended to guarantee your freedom to share and change free
software--to make sure the software is free for all its users. This
General Public License applies to most of the Free Software

s

P [ Sy | SRR WSy | p— iy .

[ siguiente | | cancelar

Fuente: elaboracion propia.

6. Buscar la aplicacion de R e ingresar (Figura 6).

Figura 6. Interfaz de R.

R RGui (64-bit)
Archive Editar Visualizar Misc Paquetes Ventanas Ayuda

EEREIREE

Escriba 'qg()' para salir de R.
[Previously saved workspace restored]
> |

<

Fuente: elaboracion propia.
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7. Abhora, dirigirse a la pAgina de descarga para RStudio, que esta en el siguiente
enlace https//posit.co/download/rstudio-desktop/#download (Figura 7).

Figura 7. Pagina web de descarga de RStudio.

posit.co
https://posit.co » download » rstud... - Traducir esta pagina $

RStudio Desktop - Posit

Used by millions of people weekly, the RStudio integrated development environment (IDE) is a
set of tools built to help you be more productive with R and ...

Conf(2023) - Resources - Videos - Posit Academy

Fuente: elaboracion propia.
8. Seleccionar el sistema operativo donde se instalara RStudio (Figura 8).

Figura 8. Opciones de descarga de RStudio segun sistema operativo.

0os Download Size SHA-256

Windows 10/11 RSTUDIO-2023.06.8-421.EXE 212.78 MB 01A61609
macO0Ss 11+ RSTUDIO-2023.686.0-421.0MG £ 380.07 MB 37CED564
Ubuntu 20/Debian 11 RSTUDIO-2023.06.0-421-AMD64 .DEB + 145.86 MB B65F83FD

Fuente: elaboracion propia.

9. Abrir el instalador, dar clic en ejecutar y luego instalar, dando le clic en
siguiente (Figura 9).
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Figura 9. Ventana de RStudio para la instalacion.

Bienvenido al Asistente de
Instalacién de RStudio
Este programa instalara RStudio en su ordenador.

Se recomienda que derre todas las demés aplicaciones antes
de inidiar la instalacién. Esto hard posible actualizar archivos

ordenador.

Presione Siguiente para continuar.

Siguiente >

relacionados con el sistema sin tener que reinidar su

Fuente: elaboracion propia.
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10. Dar clic en siguiente hasta que se llegue a la opcion instalar (Figura 10).

Figura 10. Ventana de instalacion de RStudio.

Begir Carpeta del Mend Inicio

RStudio.

Seleccione una carpeta del Men Inicio en la que quiera crear los accesos directos del
programa. También puede introducir un nombre para crear una nueva carpeta.

Elija una Carpeta del Mend Inicio para los accesos directos de

RStudio

Accessibility

Accessories

Addinsoft

Administrative Tools
Anaconda3 (64-bit)
Aplicaciones de Chrome

aTube Catcher

Bejeweled 2 Deluxe en Espariol
Cambridge

CCleaner

Chuzzle Christmas Edition en Espariol

[INo crear accesos directos

< Atrds Instalar

Fuente:

elaboracion propia.
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11. Por ultimo, se le da clic en la opcion terminar. (Figura 11)

Figura 11. Ventana de terminar instalacion de RStudio.

Completando el Asistente de
Instalacion de RStudio

RStudio ha sido instalado en su sistema.

Presione Terminar para cerrar este asistente,

< Atras Terminar Cancelar

Fuente: elaboracion propia

12. Buscar la aplicacion RStudio, dar clic en la version y capacidad del
computador (Figura 12).

Figura 12. Ventana de la opcion de la version y capacidad de la computadora para

RStudio.

@ Use your machine's default 64-bit version of R
Use your machine's default 32-bit version of R
(O Choose a specific version of R:

[64-bit] C:\Program Files\R\R-4.3.1
[64-bit] C:\Program Files\R\R-4.2.1

You can also customize the rendering engine used by RStudio.

Rendering Engine: | Auto-detect (recommended) v |

[ Browse... | | ok ][ cancat

Fuente: elaboracion propia
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13. Ventana de interfaz de RStudio (Figura 13).

Figura 13. Ventana de interfaz de RStudio.

&
Fle Edt Code View Plots Session Suid Debug Profie Took Help
O« Of o= [ A Go 1o file/iunctisn = Adding = Bl Projece (None) =
@ enssyaRma vo ensayolmd & holRmd = Environment  History  Comnmections -
[ Previewontave Y Q| R preview - W - -*Run | e T # H P importDataset - J19ME + | & List - -
Source | Visusl & = |k Global Ervironment =
1 Data
2 tabla_frecuencias num [1:5, 1:4] 57 10 3 3 512 22 25 28 ...
values
cantidades num [1:4] 70 140 30 220
cuartiles Named num [1:3] 45.8 48.5 50
cuartiles_1 Named num [1:3] 39 40.5 42
datos Named num [1:4] 70 140 30 220
deciles Named num [1:9] 44 45 46 47.6 48.5 49 50 50.2 51+
Flles  Plots  Packages Melp Viewer Presentation =0
3 Export -
1 Markdo
Conscle  Background Jobs =l
@R R431 -~
R is a collaborative project with many contributors.
Type 'contributors()' for more information and
‘citation()” on how to cite R or R packages in publications.
Type 'demo()’ for some demos, “help(}’ for on-line help, or
‘help.start()' for an HTML browser interface to help.
Type 'q()" to quit R.
[workspace loaded from ~/.RData]
>

Fuente: elaboracion propia.

2. LA ARQUITECTURA O INTERFAZ DE RSTUDIO

En la interfaz de RStudio podemos encontrar en la parte superior un menu de
herramientas, como File, Edit, Code, View, entre otras, y cuatro paneles la parte
superior izquierda corresponde al editor, la parte inferior izquierda corresponde
a la consola, la parte superior derecha corresponde al entorno de variables y la
parte inferior derecha corresponde al entorno de utilidades (Figura 13).

En la parte de la consola podemos hacer calculos u operaciones matematicas
sencillas, como sumas, restas, multiplicaciones o calculo de funciones, como el
logaritmo natural y en base diez (Figura 14).
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Figura 14. Consola de RStudio. Calculo y operaciones matematicas.

Console  Terminal Jobs
=/
[Workspace Toaded from ~/.RData]

> 143

[1] 4

> 4/2

(1] 2

> B*7

[1] 35

> Tog(100)
[1] 4.60517
> Togl0(100)
[1] 2

~ |

Fuente: elaboracion propia.

Una variable en RStudio es un espacio en el que guardamos un objeto en la
computadora. Las variables mas sencillas pueden ser numéricas o de caracter. El
simbolo <- 0 el simbolo = es un operador de asignacion de las variables (Figura
15). En este caso, a la variable x le asignamos el nimero 25 y a la variable y le
asignamos la palabra “Estadistica” (que debe ir entre comillas por ser de caracter,
o también con una sola comilla).

Figura 15. Asignacion de nombres de las variables en RStudio.

Console  Terminal Jobs

~f
[Workspace Tloaded from ~/.RData]

> X<-25

> print(x)

[1] 25

> class(x)

[1] "numeric"

> y="Estadistica"
> print(y)

[1] "Estadistica’
> class(y)

[1] “"character"
>

v

Fuente: elaboracion propia.
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Las variables también pueden ser vectores donde se almacenan grupos de
numeros o caracteres. El simbolo c(, , ,), €s para escribir un vector (Figura 16).

Figura 16. Vectores numéricos y de cardcter en RStudio.

Console  Terminal Jobs

=/
[Workspace loaded from ~/.RData]

> x<-¢(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10)
> print(x)
[1] 1 2 3 4 5 6 7 8 910
> class(x)
[1] "numeric"
> y=c("Amarillo","azul","rojo")
> print(y)
[1] "Amarillo™ "azul" "rojo"
> class(y)
[1] "character"
>

Fuente: elaboracion propia.

En general, se pueden hacer operaciones con vectores, como se muestra en
la Figura 17.

Figura 17. Funciones para operar vectores numéricos con RStudio.

Console  Terminal Jobs

~f

[Workspace loaded from ~/.RData]

> x<-¢(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10)

> X/2

[1] 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

> sum(x)

[1] 55

> summary (x)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
1.00 3.25 5.50 5.50 7.75 10.00

> mean(x)

[1] 5.5

> |

Fuente: elaboracion propia
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A continuacion, se presenta una tabla (Tabla 1) con operadores basicos de
programacion para RStudio.

Tabla 1. Operadores basicos en RStudio

Operacion Descripcion

+ Adicion

- Sustraccion

* Multiplicacion

/ Division

sqrt() Raiz cuadrada

log() Logaritmo Natural

log(n,m) Logaritmo de n de base m

A Potenciacion
Punto decimal

exp() o

3. GEOGEBRA

GeoGebra es un paquete matematico dinamico y gratuito, que se encuentra
en la red (Figura 18). Este permite la adaptacion de sus funciones a los usuarios.
GeoGebra es una herramienta tecnologica que facilita el analisis matematico
en diferentes niveles educativos, en areas como geometria, algebra, calculo y
estadistica, entre otras (BARAHONA, BARRERA, VACA, & HIDALGO, 2015).
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Figura 18. Busqueda en Google de la pagina web de GeoGebra Clasico.

Go gle geogebra clasico X & @& Q
Q Tode [ Videos [ Imagenes [ Noticias & Shopping i Mas Herramientas

Cerca de 1.750.000 resultados (0,22 segundos)

Se muestran resultados de geogebra classic
Buscar, en cambio, geogebra clasico

O geogebra.org
https://www.geogebra.org » classic £

GeoGebra Clasico

Aplicaciones gratuitas GeoGebra: graficas, geometria, algebra, 3D, estadistica y probabilidad,
jtodo en una herramiental

Fuente: elaboracion propia.

4.

LA ARQUITECTURA O INTERFAZ DE GEOGEBRA CLASICO

33

GeoGebra Clasico es un paquete integrado que en su interfaz muestra, en
su parte superior, una barra de herramientas; un panel de entrada o ventana
algebraica, en su parte izquierda; un panel en el centro, para la representacion
grafica, y un ment de opciones, en su parte derecha, donde se encuentran, por
ejemplo, las opciones de hoja de célculo y de probabilidad (Figura 19).

Figura 19. Interfaz de GeoGebra Clasico.

+

-A/er-GJ@«SEX:fEQ» S @ =

Entrada... :N f C * : :_‘
X

Cierra

1 |x= Calculo Simbodlico (CAS)
Vista Grafica 2

ia 5k ¢ Hoja de Calculo

&
4. Vista Grafica 3D
(RS
A

Calculos de probabilidad

-1 e :
&= Protocolo de Construccion

Fuente: elaboracion propia
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Si desplegamos la opcion Hoja de Célculo en GeoGebra nos muestra, en la
parte derecha, una matriz donde podemos ingresar los datos (Figura 20).

Figura 20. Hoja de cdlculo de GeoGebra.

if 02 T 9 Q =
+ Entrada... :_N 1 ! E = P = E: E: o
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11 o
E 12 T

Fuente: elaboracion propia.

Por otro lado, si desplegamos la opcion probabilidad en GeoGebra, muestra
en la parte derecha un panel con dos opciones, Distribucion y Estadisticas. La
primera muestra por defecto el grafico de la distribucion de probabilidad normal
estandar (Figura 21).

Figura 21. Opcion probabilidad. Distribuciones de probabilidad en GeoGebra.

Se Q =
+ Ertrads. ;N Distribucion ~ Estadisticas X
p=00c=1 = o
/" Normal - [TRRY ol
1(8) k) E
p( -1 sXs 1 )= 0.6827 =

Fuente: elaboracion propia.
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En el ment de distribucion Normal podemos desplegar y en la parte superior
aparecen las opciones de distribuciones continuas de probabilidad, como Normal,
t-Student, Ji-cuadrado, Distribucion F, Exponencial, entre otras, y en la parte
inferior las opciones de distribuciones discretas de probabilidad Binomial, Pascal,
Poisson e Hipergeométrica (Figura 22). Todo este ment permite hacer el calculo
de probabilidades de todas las anteriores distribuciones de probabilidad.

Figura 22. Menu de distribuciones continuas y discretas de probabilidad en
GeoGebra.

Normal
Student

Chi Cuadrado
Distribucion F
Exponencial
Cauchy
Weibull
Gamma
Log-Normal

Logistica

Binomial

Pascal

Fuente: elaboracion propia.

En la opcion de Estadisticas se muestran las elecciones para el calculo de
algunas pruebas de hipdtesis y algunos intervalos de confianza (Figura 23).
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Figura 23. Menu estadisticas con pruebas de hipotesis e intervalos de confianza.

Distribucién  Estadisticas

Test Z de una media v

Test Z de una media

Test T de una media

Test Z, diferencia de medias

Test T, diferencia de medias )i
Test Z de una proporcién

Test Z, diferencia de proporciones

Intervalo Z de una media
Intervalo T de una media
Intervalo Z, diferencia de medias
Intervalo T, diferencia de medias
Intervalo Z de una proporcion
Intervalo Z, diferencia de proporciones
Test de bondad de ajuste
Test ChiCuadrado

Media T

g ?

Fuente: elaboracion propia.

5. EJERCICIOS

Ejercicio 1. Dados los siguientes datos que representan las edades de un
grupo de personas

18 42 54 25 20 27 46 33 25 45 37
20 27 46 33 25 28 48 40 53 27 40

a) Ingresar datos como la variable edad en RStudio.

b) Aplicar las siguientes funciones en RStudio length(edad), max(edad),
min(edad), sum(edad), summary(edad), prod(edad), mean(edad),
sort(edad) y rev(edad).

Ejercicio 2. Dados los siguientes datos que representan el color preferido de
un grupo de personas

Azul Verde Amarillo  Azul Rojo Dorado
Rojo Verde Azul Verde Azul Negro

a) Ingresar datos como la variable color en RStudio.
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b) Aplicar las siguientes funciones en RStudio table(color), plot(table(color)),
prop.table(table(color)) y prop.table(table(color))*100.

Ejercicio 3. Asigne a la variable x el vector de nimeros de 1 a 20, de la
siguiente forma x=120. Realice las siguientes funciones

a) print(x).

b) x/2

c) sum(x)

d) sum(l/(x+1))

Ejercicio 4. Asigne a la variable x el vector de numeros de 1 a 10, de la
siguiente forma x=110. Haga las siguientes funciones

a) x[3]; # Elemento tercero del vector.

b) x[3:8]; # Elementos del tercero al octavo.

¢) x[x>3] # Elementos mayores que 3.

d) x[x>3 & x<=8]; # Elementos mayores que 3 y menores o iguales a 8.

Ejercicio 5. Ingresar los datos del Ejercicio 1 en GeoGebra en la Hoja de
Célculo (Figura 24) y calcular:

Figura 24. Hoja de cdlculo de GeoGebra con datos del Ejercicio 1

T
" . = A B
IR - Y suma =N 1 18]
+ % Media g ;i
4 25
M Cuenta = o
12[3 Maximo 6 27
7 46
[{123 Minimo 8 37
9 33
S -
" 45
12 37|
13 20
14 27
15 46
16 33
17 25
18 28
19 40
20 53
21 27
22 40
27

Fuente: elaboracion propia.
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a) Suma
b) Media
¢) Minimo
d) Maiéximo
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CAPITULO 2. CONCEPTOS BASICOS
DE LA ESTDADISTICA DESCRIPTIVA

1. POBLACION Y MUESTRA

La poblacion o universo es el objeto de estudio. Se puede definir de manera
informal como el conjunto total de elementos (NEWBOLD, CARLSON, & THORNE,
2010) que tienen una o mas caracteristicas o rasgos comunes posibles de observar
y sobre el cual se busca dar conclusiones y tomar decisiones. La poblacion puede
ser datos, personas, cosas, acontecimientos y atributos, entre otros.

En algunos casos no es posible contar con toda la poblacion u objeto de estudio,
esto debido a que el costo, el tiempo o demas recursos que conlleva obtener todos
los posibles elementos de la poblacion puede ser muy grande (DEVORE, 2005).
Por ejemplo, si un médico desea hacer un estudio a unos pacientes con cierta
enfermedad, como un determinado cancer, no es posible que ¢l pueda contar para
su estudio con todos los pacientes que sufren de esa enfermedad y para esto él
debe tomar una muestra, es decir, seleccionar un subconjunto de elementos de la
poblacion y que de alguna manera esa muestra sea representativa y significativa
de la poblacion, para poder inferir acerca de sus propiedades o caracteristicas.
Los procesos en los que se seleccionan muestras se conocen como métodos de
muestreo (PEREZ, 2005) que en este libro no vamos a tratar.

Por otro lado, la medida de una caracteristica en la poblacion se conoce como
parametro (media poblacional, proporciones poblacionales y varianza poblacio-
nal, entre otros) y la medida de una caracteristica de la muestra, como estadistico
(media muestral, proporciones muestrales y varianza muestral, entre otros).

2. VARIABLE ESTADISTICA

De manera informal, una variable estadistica se considera como una
caracteristica o medida que es objeto de estudio. Ejemplos de variables
estadisticas son el género, el peso, la estatura, el estado civil, en un conjunto de
personas. Existen dos tipos de variables en estadistica las variables cualitativas
o categoricas y las variables cuantitativas. Las primeras toman diferentes
formas de descripcion y se dice que éstas son variables de clasificacion mas
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no de medicidn; las segundas, las cuantitativas, toman diferentes formas de
medicion y para esto usan escalas numéricas. Ejemplos de variables cualitativas
puede ser género, estado civil, estrato socioecondmico, lugar de nacimiento y
color preferido, entre otras. Ejemplos de variables cuantitativas puede ser el
peso, la estatura, el nimero de hermanos o ingreso mensual de una persona.
En RStudio podemos distinguir las variables cualitativas, porque se reconocen
como caracteres, mientras que las cuantitativas se reconocen como numéricas
(Figura 25).

Figura 25. Tipos de variables cualitativas y cuantitativas en RStudio.

Console Terminal Jobs

[Workspace loaded from ~/.RDatal]

> x="Estadistica"
> class(x)

[1] "character"”

> y=25.3

> class(y)

[1] "numeric"

> |

Fuente: elaboracion propia.

Entre las variables cuantitativas podemos encontrar las variables discretas
y las variables continuas. Las primeras asumen valores numéricos finitos o
infinitos numerables y sus resultados se obtienen del proceso de conteo y estan
asociadas al conjunto de los nimeros naturales; las segundas asumen cualquier
valor numérico en una escala continua y estan asociadas a la recta numérica
real. Ejemplos de variables discretas, cuando preguntamos en una encuesta
numero de hermanos, nimero de hijos, etc. (en inglés cuando preguntamos How
many...). Ejemplos de variables continuas edad (tiempo), estatura (longitud),
peso, ingresos mensuales, etc. (en inglés cuando preguntamos How much...)
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3. ESCALAS DE MEDICION

Las escalas de medicion permiten hacer clasificaciones de las variables
mediante la cantidad de informacion que contiene cada una de ellas segiin su
descripcion (ANDERSON, SWEENEY, & WLLIAMS, 2009). Cuando se mide, se
hacen comparaciones de las magnitudes referidas a un patrén, que en algunos
casos tienen unidades de medida, ceros relativos o ceros absolutos. Las escalas
de medicion se pueden definir de acuerdo con sus patrones de medida de la
siguiente manera

Escala nominal. Una variable estadistica se puede clasificar en escala nominal
porque describe simplemente rétulos, nombres o categorias que permiten
identificar un atributo del elemento de la muestra. En este caso, si la variable toma
valores numéricos, este nimero no indica medicioén u orden con sentido, porque
en esta escala las variables carecen de unidad de medida y de orden. Un ejemplo
de este tipo de variable es color de preferencia. Aqui las observaciones pueden ser
amarillo, azul, rojo, etc. Estas observaciones son simplemente nombres sin orden.

Escala ordinal. Una variable estadistica se puede clasificar en escala ordinal
cuando la variable tiene propiedades de datos nominales, es decir, rétulos,
nombres o categorias, que ademas permiten el orden entre ellas. En este caso, la
variable ordinal permite jerarquizar las observaciones, pero no cuenta con una
unidad de medida, es decir, no se puede establecer o estimar la “distancia” o
intervalo entre las observaciones. Un ejemplo de este tipo de variable es el nivel
educativo de una persona Primaria, Basica, Secundaria, Universitaria, etc. Estas
observaciones son rétulos con orden, pero no hay una unidad de medida que
identifique el intervalo o “distancia” entre estas observaciones o la diferencia
entre ellas.

Escala de intervalo. Una variable estadistica se puede clasificar en escala de
intervalo cuando la variable permite tener orden entre sus observaciones y ademas
cuenta con una unidad fija de medida, es decir, las observaciones permiten obtener
el intervalo o “distancia” entre ellas. En esta escala, el cero es arbitrario o relativo
y en este caso entre las observaciones no se pueden establecer razones. Un ejemplo
de este tipo de variable es el sistema horario, porque en este caso hay orden (800
a.m., 900 a.m. ...) una unidad de medida (horas, minutos, segundos...), ademas
establecer el intervalo o “distancia” entre estas observaciones o la diferencia entre
ellas (entre las 800 a.m. y las 1000 a.m. han trascurrido 2 horas), pero no tiene
un cero absoluto, es decir, el cero es relativo (las 0 horas no significan ausencia
de tiempo) y no puedo establecer razones (1200 m / 600 a.m. no tiene sentido).

Escala de razon. Una variable estadistica se puede clasificar en escala de
razon cuando la variable tiene propiedades de intervalo y existe un cero real o
absoluto que permita considerar cocientes de mediciones o razones. Un ejemplo
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de este tipo de variable es la distancia de una ciudad a otra. Aqui se observa que
la variable tiene orden (10 km, 20 km...), unidad de medida (km, m...), cero ab-
soluto (distancia 0 significa ausencia de distancia) y se pueden establecer razones
(20Km/10km=2; lo que significa que 20 km es el doble de distancia que 10 km).

*Aqui se va a hacer un paréntesis para explicar la diferencia entre una fraccién
y unarazon las fracciones comparan entre si objetos homogéneos, %4 significa una
parte de cuatro partes, es decir objetos de una misma unidad, mientras que las
razones comparan entre si objetos que pueden ser heterogéneos, es decir, objetos
que se miden con unidades diferentes. Una fraccion es una parte de una unidad,
y esta parte puede ser mayor o menor que la unidad y siempre esté representada
por un numero racional. Por el contrario, la razon compara dos cantidades entre
si, ambas constituidas, en general, por nimeros reales y establecen relaciones
entre magnitudes que pueden tener diferentes unidades de medida (Batanero, Cid,
& Godino, 2003). Ejemplos de fracciones ¥4 de manzana, 2/3 de la poblacion,
5/4 de kilogramos de carne, entre otros. Las razones no siempre son niimeros
racionales. Por ejemplo, se pueden establecer razones entre los lados de un
triangulo y sus longitudes no necesariamente son nimeros enteros.

4. EJERCICIOS
Ejercicio 1. Clasifique cada variable como cuantitativa o cualitativa

a) Tiempo en que tarda ensamblar un rompecabezas.

b) Calificacion de un politico recién elegido (Excelente, Bueno, Regular,
Deficiente).

¢) Edad de una persona.

d) El nimero de llamadas recibidas en una oficina en una semana.

e) El valor del salario mensual de una persona.

f) El nimero de zapatos vendidos durante una semana en una tienda.

g) Latalla de los pantalones de una persona.

Ejercicio 2. Clasifique las siguientes variables como discretas o continuas

a) Produccion en kilogramos de trigo en una parcela.
b) El valor de las deudas de una empresa durante un mes.

¢) El ntmero de trabajadores que tiene una compania.
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El nimero de puntos obtenidos por un equipo de baloncesto en un partido.

El tiempo de espera de un automovil en un semaforo en rojo.

Ejercicio 3. Clasifique las siguientes variables como cualitativas, discretas o
continuas, y ademas su escala de medicion.

a)
b)

©)

S.

La edad de una persona.
Ubicacion geografica (latitud y longitud).

Tipo de almacén en un centro comercial seglin la caracteristica (ropa,
zapatos, etc.).

Temperatura de una persona.

Altura de una persona.

Velocidad de un avion en vuelo.

Numero telefonico de una persona.

Ingreso mensual de una persona.

Numeros de hijos que tiene una persona.

Afio de nacimiento de una persona.

Numero de comparendos que hace un policia de transito durante un mes.
La dureza de los minerales (Escala de Mohs).

El estado civil de una persona.

El valor de las deudas de una persona en un ao fiscal.

El nimero amigos que tiene una persona en la red social como Facebook.
La distancia en kilémetros de una ciudad a otra.

El rango militar.

DATOS CUALITATIVOS

Los datos cualitativos se pueden representar por medio de tablas o graficos,
como el diagrama de barras o el de torta/pastel.

5.1.

TABLAS DE FRECUENCIA O TABLA RESUMEN

Para construir una tabla de frecuencias o tabla de resumen para datos
cualitativos, se deben tener en cuenta las categorias o caracteristicas comunes de
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sus elementos y, en cada una de ellas, hacer el conteo de sus respectivos elementos;
este conteo va a representar lo que se conoce como frecuencia absoluta.

Ejemplo 2.1: a continuacion, se presenta la variable lugar de nacimiento de
un grupo de 40 estudiantes de Estadistica I

Bogota Medellin Bogota
Bogota Cali Bogota
Villavicencio Medellin Bogota
Bogota Cali Cali

Bogota Bogota Pereira
Medellin Medellin Bogota
Bogota Armenia Bogota

Bogota Bogota
Cali Medellin
Bogota Bogota
Bogota Girardot
Bogota Pereira
Bogota Bogota
Bogota

Medellin
Girardot
Bogota
Pereira
Cali

Pereira

La Tabla 2 muestra la distribucion de las frecuencias absolutas para la variable

lugar de nacimiento.

Tabla 2. Distribuciones de frecuencia de la variable ciudad de nacimiento

Ciudad Frecuencia absoluta
Armenia 1
Bogota 21
Cali 5
Girardot 2
Medellin 6
Pereira 4
Villavicencio 1
Total 40

En RStudio podemos obtener la tabla de frecuencias como se muestra en la

Figura 26.
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Figura 26. Tabla de frecuencias absolutas en RStudio.

45

> x=c("Bogotd", "Medellin", "Bogota", "Bogotd", "Bogota", "medelli
n", "Bogotd", "cali", "Bogotd", "cali", "Medellin", "Girardot", "vil
lavicencio”, "Medellin", "Bogota", "Bogota", "Bogotd", "Bogotd", "Bo
gotd", "cali", "cali", "Bogotd", "Girardot", "Pereira", "Bogotda", "B
ogota", "pereira", "Bogotda", "pereira", "cali", "medellin", "Medelldi
n", "Bogota", "Bogota","Bogotd", "Pereira", "Bogota", "Armenia", "Bo
gota", "Bogota')
> length(x)
[1] 40
> table(x)
X
Armenia Bogota cali Girardot
1 21 5 2
Medellin pereira villavicencio
6 4 1
>

Fuente: elaboracion propia.

De acuerdo con la Figura 26 es importante decir que este tipo de datos son

cualitativos, lo que implica que van en comillas o una sola comilla.

Ahora, para hallar la frecuencia absoluta se usara la funcion table(). Esta
funcion genera tablas de frecuencias de un vector, en este caso de las ciudades
de nacimientos que se tiene como nombre X, el nombre de la tabla en este caso
sera table(x). Para ver la tabla también se usa la funcion print(), que imprime

los resultados de una variable, en este caso, como se nombro la tabla.

Abhora, si se desea, se puede presentar la proporcion o frecuencia relativa
(division entre el numero de elementos que estan dentro de la categoria y el
namero total de elementos) o el porcentaje (la proporcion multiplicada por 100),

como se muestra en la Tabla 3.

Tabla 3. Tabla de frecuencias, proporcion y porcentaje

Ciudad Frecuencia ab- Proporcién Porcentaje %
soluta
Armenia 1 0,025 2,5
Bogota 21 0,525 52,5
Cali 5 0,125 12,5
Girardot 2 0,05 5

Medellin 6 0,15 15
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Pereira 4 0,1 10
Villavicencio 1 0,025 2,5
Total 40 1 100

En RStudio podemos obtener la tabla de frecuencias, proporciones y
porcentajes, como se muestra en la Figura 27.

Figura 27. Tabla de frecuencias, Proporcion y Porcentaje para la variable ciudad
de nacimiento en RStudio.

> x=c("Bogotd", "Medellin", "Bogota", "Bogota", "Bogotd", "Medellin", "Bogota",

"cali", "Bogotd", "cali", "Medellin", "Girardot", "villavicencio", "Medellin",
"Bogotd", "Bogotd", "Bogoti", "Bogotd", "Bogotd", "cali", "cali", "Bogotd", "Gi
rardot", "Pereira", "Bogotd", "Bogoti", "Pereira", "Bogotd", "Pereira”, "cali",
"Mede11in", "Medellin", "Bogotia", "Bogotd","Bogotd", "Pereira", "Bogotd", "Arme
nia", "Bogotid", "Bogoti")
> table(x)
X
Armenia Bogota cali Girardot
1 21 5 2
Medell1in Pereira Villavicencio
6 4 1

> frecuencia_absoluta=table(x)
> Proporcion=prop.table(table(x))
> Porcentaje=prop.table(table(x))*100
> tabla_frecuencias=cbind(frecuencia_absoluta, Proporcion, Porcentaje)
> colnames(tabla_frecuencias)=c("Frecuencia"”, "Proporcién”, "Porcentaje")
> print(tabla_frecuencias)
Frecuencia Proporcion Porcentaje
Armenia 1 0.025 2.5
Bogotd 21 0.525 52.5
cali 5 0.125 12.5
Girardot 2 0.050 5.0
Mede1T1in 6 0.150 15.0
Pereira 4 0.100 10.0
Villavicencio 1 0.025 2.5

> |

Fuente: elaboracion propia.

Segun la Figura 27, para hacer la frecuencia relativa se usa la funcion prop.
table(), que genera la tabla de la frecuencia relativa. Para hallar los porcentajes
se toma la tabla de la frecuencia relativa y se multiplica por 100. Ahora, para
construir la tabla completa de frecuencias absolutas, relativas y porcentaje, se
usara la funcion cbind(), que concatena o combina los vectores y resultados
de otras variables. Para darle los respectivos nombres a cada columna se usa la
funcion colnames(). Y finalmente, para ver el resultado, se usa la funcion print().
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5.2. DIAGRAMAS CIRCULARES

El diagrama circular o de torta es un grafico circular que muestra la proporcion
o porcentaje de elementos de cada categoria de una variable cualitativa.

Del Ejemplo 2.1: podemos hacer un diagrama circular o de pastel en RStudio,
de la siguiente manera, como lo muestra la Figura 28.

Figura 28. Procedimiento para hacer diagrama de Pastel en RStudio.

> x=c("Bogota", "Medellin", "Bogota", "Bogota", "Bogota", "Medelli
n", "Bogota", "cali", "Bogotda", "cali", "Medellin", "Girardot", "vil
lavicencio", "Medellin", "Bogota", "Bogota", "Bogota", "Bogotda", "Bo
gota"”, "cali", "cali", "Bogota", "Girardot", "Pereira", "Bogotda", "B
ogotd", "Pereira", "Bogota", "Pereira", "cali", "Medellin", "Medelldi
n", "Bogotd", "Bogota",'"Bogotd", "Pereira", "Bogota", "Armenia", "Bo
gota", "Bogota')
> table(x)
X
Armenia Bogota cali Girardot
1 21 5 2
medellin Pereira villavicencio
6 4 1
> Porcentaje=prop.table(table(x))*100
> etiquetas=c("Armenia", "Bogota", "cali", "Girardot", "Medellin",
"pereira”, "villavicencio")
> pie(Porcentaje, labels = pasteO(etiquetas, "", Porcentaje, "%"), m
ain = "Ciudad de naimiento"”, radius = 1.0, edges = 200)
>

Fuente: elaboracion propia.

La Figura 28 muestra que para hacer el diagrama circular se usara la funcion
pie(). Se tomara el vector porcentaje como argumento principal, que contiene
los tamafios o porcentajes de las diferentes partes del pastel. Ademas, se usara
el argumento labels=, que asigna una etiqueta a cada porcion del pastel. Aqui se
incluye la aplicacion paste() para concatenar los vectores etiquetas y porcentaje
y convertirlos en caracteres. También el argumento main= agregara el titulo al
grafico circular, en este caso, el titulo sera ‘Ciudad de Nacimiento’. Por otro lado,
si se desea, se usan los argumentos radius=y edges=, respectivamente, para el
tamano del radio del pastel y para el contorno de un poligono con esa cantidad
de aristas. Y su grafico serd como se observa en la Figura 29.
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Figura 29. Diagrama de Pastel de la variable Ciudad de nacimiento.

Ciudad de nacimiento

Bogotd52.5%

Armenia2.5%
Villavicencio2.5%

Pereira10%

Cali12.5%

Girardot5% Medeliin15%

Fuente: elaboracion propia.

5.3. DIAGRAMA DE BARRAS

El diagrama de barras es un grafico bidimensional que muestra las ca-
tegorias de una variable cualitativa en un eje y sus frecuencias absolutas o
relativas en el otro, usando barras rectangulares cuya altura es proporcional
a la frecuencia de cada categoria. Este grafico facilita la comparacion visual
entre las categorias representadas.

Del Ejemplo 2.1: podemos hacer un diagrama de barras en RStudio como
se muestra en la Figura 30.

Figura 30. Procedimiento para hacer un Diagrama de barras en RStudio.

> x=c("Bogota", "Medellin", "Bogota", "Bogota", "Bogotada", "Medelli

n", "Bogotd", "cali", "Bogotd", "cali", "Medellin", "Girardot™, "vil
lavicencio"”, "Medellin", "Bogota", "Bogota", "Bogota", "Bogota", "Bo

gota", "cali", "cali", "Bogota", "Girardot", "Pereira", "Bogota", "B

ogota", "Pereira", "Bogota", "Pereira", "cali", "Medellin", "Medelli

n", "Bogota", "Bogota","Bogota", "Pereira", "Bogota", "Armenia", "Bo

gota", "Bogota")

> barplot(table(x), xlab = "ciudades", ylab = "Frecuencia absoluta",
las= 1, main = "Diagrama de Barras - Lugar de Nacimiento") I

>

Fuente: elaboracion propia.
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Para crear el diagrama de barras, se usara la funcion barplot() (Figura 30).
En este caso, los argumentos usados son diferentes a los del diagrama circular.
Por ejemplo, se manejan los siguientes argumentos; xlab= para agregar una
etiqueta al eje x, ylab=para agregar una etiqueta al eje y, y las=para definir la
orientacion de las etiquetas en el eje x, que las establece como 1 para mostrar
las etiquetas de manera horizontal. Estos argumentos permiten personalizar
el grafico de barras segtn las necesidades. Y su grafico serd como se observa
en la Figura 31.

Figura 31. Diagrama de barras Lugar de nacimiento.

Diagrama de Barras - Lugar de Nacimiento

20

Frecuencia absoluta

1]

Armenia Bogota Cali Girardot Medellin Pereira

[ —

Villavicencio

Ciudades

Fuente: elaboracion propia

Ejemplo 2.2: a continuacion, se presenta la Tabla 4 con una muestra de 460
personas a las que se les pregunto si fumaban o no y también se las clasifico por
el género.

Tabla 4. Muestra de personas clasificadas por género y por consumo de cigarrillo

Hombres Mujeres Total
Fuma 70 140 210
No fuma 30 220 250
Total 100 360 460

La tabla anterior se puede representar por medio de un diagrama de barras.

El codigo en RStudio sera (Figura 32).
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Figura 32. Codigo Diagrama de Barras de dos Variables cualitativas.

> variable=c('Fuman', "No Fuman')

> hombres=c(70,30)

> mujeres=c(140,220)

» datah=data.frame(variable,hombres,mujeres)

> grafico=plot_ly(datah,x=variable,y=hombres,name="Hombres', type="ba
r')%%

+ add_trace(y=mujeres,name='Mujeres"’)

> print(grafico)

Fuente: elaboracion propia.
El grafico de barras hecho en RStudio sera (Figura 33).

Figura 33. Diagrama de Barras de Variables Cualitativas de fumadores por Género.

B Hombres
B Mujeres

200
150

100

50

Fuman No Fuman

Fuente: elaboracion propia.

*  (Qué porcentaje de personas en esa muestra fuman? Rta. aproximadamente
el 45.7%.

 De las personas que fuman, ;qué proporcion son mujeres? Rta. 2/3=0. 6.

*  /Qué porcentaje no fuman y son hombres? Rta. aproximadamente el 6.5%.
6. REGLA DE TRES SIMPLE DIRECTA, PROPORCIONES Y PORCENTAIJES
6.1. REGLA DE TRES SIMPLE DIRECTA

Para poder hacer la regla de tres simple directa tenemos que ver que se usa
cuando dos magnitudes son directamente proporcionales (dos magnitudes
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xyV¥se dlcen aue son directamente proporcionales si la razon entre ellas
es constante ==k).

Ejemplo 2.3. el perimetro de un cuadrado P y su lado I son magnitudes
directamente proporcionales, la ecuacion que representa la relacion entre estas
magnitudes es P = 4l. Se dice que P es dlrectamente proporcional a [ con
constante de proporcionalidad de 4 porque =% =40 que les dlrectamente

proporcional a P con constante de proporcmnahdad S porque j= i ; .
Mientras que el area del cuadrado 4 y su lado I no son magnitudes directamente
proporcionales, la ecuacion que representa la relacion entre estas magnitudes es

I* la razon entre estas dos magnitudes no es constante, porque la razon es
‘%= —= ! lo cual no es constante, porque depende del lado I. En el primer caso
p =4, podrlamos aplicar la regla de tres simple directa, pero para el segundo

caso 4 = I* no podriamos.

Ejemplo 2.4: en un colegio, el 60% de los estudiantes son de primaria, y
el resto, de secundaria. Ademas, hay 480 estudiantes en primaria. ;Cudntos
estudiantes hay en total en el colegio?

Aqui podemos aplicar regla de tres simple, porque la cantidad de estudiantes
es proporcional al porcentaje asignado. Si la variable x corresponde al total de
estudiantes en el colegio, que equivale al 100%, entonces:

480  «x
60% 100%

Despejando x, tenemos:

0
* 100% = 800
6004 °

x:

Entonces el total de estudiantes en el colegio es de 800 estudiantes.

6.2. PROPORCIONES Y PORCENTAJES

La proporcion es una medida que indica la relacion entre una parte y el total de
un conjunto. En términos estadisticos, la proporcion representa el cociente entre
la cantidad de elementos que cumplen con una caracteristica especifica y el total
de elementos del grupo o muestra en estudio. Se expresa como un valor entre
0y 1. Ademas, hay una relacion entre la definicion de proporcion y porcentaje
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“Una proporcion es una parte o fraccion de 1.0 asi que la proporcion es 1/100
de un porcentaje y un porcentaje es 100 veces una proporcion” (GUILFORD &
FRUCHTER, 1984, pag. 16) por lo que no se deben confundir estos dos conceptos,
que por lo general se usan indistintamente.

Ejemplo 2.5: expresar en notacion porcentual la siguiente proporcion 0.3.
La notacion porcentual serd 0.3 = 100 = 309%.

Ejemplo 2.6: expresar en notacién decimal o proporcion el siguiente porcentaje
12004.

La notacion decimal sera 120/100 = 1.2.

Ejemplo 2.7: el precio de un computador es de 3°200.000 sin IVA. ;Cuanto
cuesta el computador, si hay que pagar un IVA que es del 19947

Aqui podemos usar regla de tres simple directa, donde x es el precio del
computador mas el IVA:

3'200.000 x
100%  119%

Despejando x, obtenemos:

3°200.000
x = ——* 1190 = 3'808.000
100%

También podriamos aplicar:

1994

x = 3"200.000+ 37200.000=
10094

x = 37200.000 + 3°200.000 = 0.19
x = 37200.000* (1 + 0.19)
x = 3°200.000* 1.19

x = 3°808.000
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EJERCICIOS

Ejercicio 1. En un estudio de salud publica, efectuado a un grupo de personas,
en las que se establece la relacion de los antecedentes cardiacos familiares con
enfermedades coronarias, arroj6 los siguientes resultados (Figura 34).

Figura 34. Grdfica de distribucion de personas con y sin enfermedad coronaria, con

v sin antecedentes cardiacos.

80

60

40

20

B si enfermedad coronaria
B nNo enfermedad coronaria

No antedecendes Si antedecendes

Fuente: elaboracion propia.

a)
b)

c)

d)

(Qué porcentaje de personas tienen enfermedad coronaria?

(Qué proporcion de personas con enfermedades coronarias tienen
antecedentes cardiacos familiares?

(Qué porcentaje de personas con antecedentes cardiacos familiares no
tiene enfermedad coronaria?

(La proporcion de personas no enfermas sin antecedentes familiares es
mayor a la proporcion de personas enfermas con antecedentes familiares?

Ejercicio 2. A continuacion, se muestran los datos de una encuesta sobre las
preferencias de consumo de un articulo medidas en una escala de Malo, Regular,
Bueno y Excelente, que se hizo a un grupo de hombres y mujeres.

NO

1

Preferencia de . ° Preferencia de con- .
Género N Género
consumo sumo

Excelente Masculino 11 Bueno Masculino
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2 Bueno Femenino 12 Regular Femenino
3 Bueno Masculino 13 Bueno Masculino
4 Bueno Femenino 14 Bueno Masculino
5 Malo Femenino 15 Malo Masculino
6 Bueno Femenino 16 Malo Femenino
7 Regular Masculino 17 Bueno Femenino
8 Bueno Masculino 18 Bueno Masculino
9 Regular Masculino 19 Excelente Masculino
10 Excelente Femenino 20 Bueno Femenino

a) Construyaun diagrama de barras para la variable preferencia de consumo.

b) Construyaun diagrama de barras donde aparezcan las variables preferencia
de consumo y género.

¢) (Qué porcentaje de este grupo encuestado son mujeres?

d) (Qué porcentaje de este grupo calificaron el producto como excelente y
son hombres?

e) Del grupo de los hombres, ;qué porcentaje calificé el producto como bueno?

f) (Qué porcentaje de mujeres calificaron el producto como malo o regular?

Ejercicio 3. Expresar en notacion porcentual a) 0.2 b) 0.07c) 1d) 1.12e) 1.5

Ejercicio 4. Exprese en notacion decimal a) 17% b) 180% c) 2% d) 10% e)
50.5% f) 0.5%.

Ejercicio 5. Un articulo cuesta $ 1000.000 con impuestos. ;Cuanto cuesta el
articulo sin impuestos, si estos son del 19%?

Ejercicio 6. Si pago por una prenda de vestir $85.000 y me dicen que la prenda
tenia un 15% de descuento. ;Cual es el costo de la prenda sin descuento?

Ejercicio 7. En un almacén, un pantalon cuesta $250.000, y el duefio hace un
incremento del 20% en esta prenda. Al mes siguiente, el duefio decide disminuir
el precio actual en un 20%. a) ;Cudl es el precio final de la prenda?, b) ;Cual fue
su cambio porcentual?

Ejercicio 8. El semestre académico en la Universidad Colegio Mayor de
Cundinamarca tiene tres cortes. Los dos primeros con un peso del 30% cada uno
y el tercer corte con un peso del 40%, Si un estudiante de estadistica obtiene 3.1
y 4.1 en los dos primeros cortes, jcuanto debe obtener en el corte final si desea
aprobar la asignatura con 4.0?
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Ejercicio 9. En un club de futbol, se juega en campo artificial y campo natural.
Se sabe que el 30% de las lesiones se producen en campo artificial y que este valor
es 50% mas alto de lo que seria en campo natural. ;Qué porcentaje de lesiones
se producen en campo natural?

8. PRESENTACION DE DATOS CUANTITATIVOS
8.1. DIAGRAMA DE PUNTOS O FRECUENCIAS

Es un grafico que representa los valores individuales de una variable
cuantitativa mediante puntos. Para hacer el diagrama de puntos se traza un eje
horizontal donde se representa la escala de valores de los datos y cada dato se
grafica con un punto, apilandose verticalmente si el valor se repite; asi, cada punto
representara la frecuencia en el que el valor del dato se repite.

Ejemplo 2.8: se tienen el peso en kg de 28 estudiantes:

48 60 80 64 82 68 68
50 60 70 65 60 60 63
50 60 55 70 49 63 78
52 62 64 72 64 56 67

El diagrama de puntos se puede ver como la Figura 35.

Figura 35. Diagrama de puntos para los pesos en kg.

©
5 (o]

4 o

3 (e] ©

2 o} (] [elye] e o

1 000 O o0 © 0000 00 O o e o o
46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80 82

Fuente: elaboracion propia.
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El diagrama de puntos en RStudio se puede ver de la siguiente manera,
ingresando los datos en RStudio, Figura 36.

Figura 36. Asignando la variable peso al conjunto de datos en RStudio.

Console  Terminal Jobs = ]

~f

[Workspace loaded from ~/.RData]

> peso=c(48, 50, 50, 52, 60, 60, 60, 62, 80, 70, 55, 64, 64, 65, 70,
72, 82, 60, 49, 64, 68, 60, 63, 56, 68, 63, 78, 67)

Fuente: elaboracion propia.

Ahora hacemos la tabla de frecuencias y graficamos la tabla de frecuencias
(Figura 37), en RStudio.

Figura 37. Comandos para crear tabla de frecuencias y grdfico de la variable
peso en kg.

> table(peso)

peso
48 49 50 52 55 56 60 62 63 64 65 67 68 70 72 78 80 82

112111512 311221111

> plot(table(peso))
>

Fuente: elaboracion propia.

La gréafica de la tabla de frecuencias sera (Figura 38).
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Figura 38. Grdfico de la tabla de frecuencias de la variable peso en Kg.

n
v—'
)
o 7
=
o
0o o -
E ‘ ’
L e
| L L L LI rmT1T1T1T71T 1T17T T 1 T 1
48 50 52 55 60 62 64 67 70 72 78 80 82
peso

Fuente: elaboracion propia.

Podemos ver en los anteriores graficos que la tendencia en los pesos es de 60
kg (es el peso de mayor frecuencia) y que existe cierta dispersion en los pesos.
El menor peso es de 48 kg y el mayor de 82 kg.

8.2. DIAGRAMA DE TALLOS Y HOJAS

El diagrama de tallos y hojas es una grafica visual para organizar un conjunto
de datos con valores numéricos de dos o mas digitos, en donde se representan
los tallos (generalmente la parte inicial o los primeros digitos) y las hojas
(generalmente la parte final o los tltimos digitos).

Los pasos para construir este diagrama son los siguientes:

1. Se seleccionan los primeros digitos del valor de cada dato para el valor del
tallo. El digito final de cada uno de los valores de los datos se convierte en la
hoja. Se necesitan de al menos 5 tallos para poder hacer la representacion.

2. Hacer una lista de los valores del tallo en forma vertical.
Registrar las hojas en el valor correspondiente del tallo.

4. Indicar la cantidad de datos que hay en cada tallo.
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Ejemplo 2.9: tomando los datos del ejemplo 2.8, se tienen el peso en kg de
28 estudiantes:

48 60 80 64 82 68 68
50 60 70 65 60 60 63
50 60 55 70 49 63 78
52 62 64 72 64 56 67

En este caso, como los datos son de dos digitos, se elige el tallo como el primer
digito y la hoja el segundo digito. Los valores que toma el tallo son 4, 5, 6, 7, 8.

En RStudio, para hacer un diagrama de tallos y hojas, se escribe el comando
stem(), cuyo resultado muestra la Figura 39.

Figura 39. Diagrama de tallos y hojas para la variable peso en kg.

Console  Terminal Jobs

~f
> stem(peso)

The decimal point is 1 digit(s) to the right of the |

| 89

| 002

| 56

| 00000233444
| 5788

| 002

| 8

| 02

~N~NO O uvun b

Fuente: elaboracion propia.

En la anterior figura, se ve que los valores del tallo que se repiten son 5, 6 'y
7, porque se distribuyen los valores de las hojas de 0 a 4, para el primero, y de
5 a9, para el segundo. Ademas, el anterior grafico permite ordenar los datos
y mirar la tendencia (pesos entre 60 kg a 64 kg) y la dispersion (valores de los
pesos comprendidos entre 48 kg a 82 kg).

8.3. TABLAS DE FRECUENCIA PARA DATOS CUANTITATIVOS (CONTINUOS)

En una tabla de distribucion de frecuencias para datos cuantitativos, por lo
general deben aparecer los siguientes elementos intervalos de clase, marca de
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clase (m;), frecuencia absoluta (f;), frecuencia relativa (h;), frecuencia absoluta
acumulada (F;) y frecuencia relativa acumulada (H;). El total de datos de la
muestra con los cuales queremos construir esa tabla se denota como n. La Tabla

5 muestra las definiciones de cada uno de estos elementos.

Tabla 5. Elementos de una tabla de frecuencias para datos cuantitativos

ferior, limi-
te superior)

limite infe-
rior y supe-
rior

datos en el
intervalo

tos que se van
acumulando a
través de cada
intervalo

datos en el
intervalo so-
bre el total de
datos

. Frecuencia ab- . Frecuencia
Intervalos Marca de Frecuencia soluta acumula- Frecuen?m, relativa acu
. X i 1 ;
de clase clase (1m;) | absoluta (f;) da (F;) relativa (I1;) mulada (H ;)
[Limite in- | Promedio de | Cantidad de | Cantidad de da- | Cantidad de | Frecuencia re-

lativa que se
va acumulan-
do a través de
cada intervalo

Para construir una tabla de frecuencias (Tabla 5) tenemos

Intervalos de clase es cada uno de los rangos de valores en que se decide
agrupar los datos para hacer un resumen de ellos. Se deben tener en cuenta los
siguientes pasos para construirlos:

1. Sedetermina el rango. Se define el rango como la diferencia entre el valor
del dato mayor y el menor.

2. Fijar el nimero de intervalos el numero total de intervalos lo denotamos
con L. El calculo del nimero de intervalos I de clase se puede hacer con
cualesquiera de las siguientes formulas.

Con la formula I = y/n o con la regla de Sturges I = 1 + 3.3log(n),
la primera se usa para una cantidad pequefia de datos y la segunda para
una cantidad grande de datos, ya que lo recomendable es que la tabla de
frecuencias no contenga mas de 25 intervalos de clase.

3. Establecer la longitud de cada intervalo, que se calcula como:

Rango

Longitud de cada intervalo :
N° de intervalos

Marca de clase es el punto medio de cada intervalo de clase. Se calcula
promediando el valor del limite inferior del intervalo con el valor del limite
superior (se denota como M;, donde i representa el i-esimo intervalo).
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Frecuencia absoluta es el nimero total de datos que se encuentran en ese
intervalo de clase (se denota como f;, donde i representa el i-esimo intervalo).

Frecuencia absoluta acumulada es el nimero que resulta de sumar la
frecuencia absoluta f; del i-esimo intervalo con todas las anteriores. La siguiente
formula expresa la frecuencia absoluta acumulada, denota como F; para el i
-esimo intervalo

FE=fith+fH++F]
F=F_,+f

Como tenemos un total de ] intervalos:
F=fitfh+tfit+t-+fi+-+f

Frecuencia relativa es el cociente entre la frecuencia absoluta de clase fi
y el nimero total de datos calculados, como n = X!_, f.. Se denota como h;,,
donde i representa el i-esimo intervalo:

h, = -

VS

Frecuencia relativa acumulada es el cociente entre la frecuencia absoluta
acumulada de clase Fi'y el nimero total de datos calculados como n =F!_, f.
Se denota como H;, donde i representa el i-esimo intervalo).

8.4. HisToGrRAMA

El grafico de una tabla de frecuencias para datos cuantitativos se conoce
como histograma y este representa la distribucion de un conjunto de datos. El
diagrama muestra en el eje horizontal los intervalos o marcas de clase y en el eje
vertical las frecuencias (absolutas o relativas) de cada intervalo mediante barras
rectangulares cuya altura corresponde a la frecuencia (absoluta o relativa) de
cada clase (Figura 40).
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Figura 40. Representacion de un histograma (datos cuantitativos).

Histograma

f4

m1 m2

Fuente: elaboracion propia.

Ejemplo 2.10: se tienen los pesos (en kg) de los estudiantes del ejemplo 2.8.

48 60 80 64 82 68 68
50 60 70 65 60 60 63
50 60 55 70 49 63 78
52 62 64 72 64 56 67

Para construir una tabla de frecuencias e histograma se halla:

* Rango =82-48 =34

¢ Numero de intervalos ¥ 28 = 5.29 También con la formula de Sturges =
1+ 3.3log28 =577

* Podemos trabajar con 5 intervalos.

3‘ —
» Lalongitud de cada intervalo="5 — 6.8~ 7
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Y completando la tabla de frecuencias obtenemos (Tabla 6).

Tabla 6. Tabla de frecuencias para la variable peso en kg

Interva- Marca chertfc_ia ngcsl(ljg;la Frecuencia Frecuencia relati-
los de de clase bsol lad relativa va acumulada
clase (m,) absoluta acumulada (h.) (H-]

= ) (F,) : :

[48,55)  S1.5 5 5 528% 0.18 5/28% 0.18

[55.62)  58.5 7 12 7/28=0.25 12/28% 0.43

[62,69)  65.5 10 22 10287 0.36 22/28% 0.79

[69,76)  72.5 3 25 3/28% 0.11 25/28% 0.89

[76,83)  79.5 3 28 328% 0.11 28/28=1

Ahora, para hacer la tabla de frecuencias e histograma del ejemplo 2.10 en
RStudio, se usan funciones y argumentos mencionados en la seccion 2.8. Ademas,
de construir un vector de datos llamado peso() Figura 41.

Figura 41. Codigo de los datos peso.

> peso=c(48, 50, 50, 52, 60, 60, 60, 62, 80, 70, 55, 64, 64, 65, 70,
72, 82, 60, 49, 64, 68, 60, 63, 56, 68, 63, 78, 67)

» sort(peso)

[1] 48 49 50 50 52 55 56 60 60 60 60 60 62 63 63 64 64 64 65 67
[21] 68 68 70 70 72 78 80 82

Fuente: elaboracion propia.

En la figura anterior se observa que la funcion sort() nos permite organizar
los datos de forma ascendente, desde el valor minimo hasta el maximo.

Para construir la tabla de frecuencias de este tipo de datos se usa la funcion
table(). En este caso, se emplea el argumento cut() para dividir los datos de la
variable ‘peso’ en intervalos. El argumento breaks= nos permite especificar
la cantidad de intervalos deseados. En este caso, se parte en cinco intervalos
(Figura 42).
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Figura 42. Codigo para la Frecuencia Absoluta.

> frec_abs=table(cut(peso, breaks = 5))
> print(frec_abs)

(48,54.8] (54.8,61.6] (61.6,68.4] (68.4,75.2] (75.2,82]
5 7 10 3 3

Fuente: elaboracion propia.

Para calcular la frecuencia absoluta acumulada de estos datos, se usa la funcion
cumsum() aplicada sobre la frecuencia absoluta. La funcion cumsum() hace la
suma acumulativa de los valores de la frecuencia absoluta (Figura 43).

Figura 43. Codigo para la Frecuencia Absoluta Acumulada.

> frec_abs_acum=cumsum(frec_abs)
> print(frec_abs_acum)
(48,54.8] (54.8,61.6] (61.6,68.4] (68.4,75.2] (75.2,82]
5 12 22 25 28

Fuente: elaboracion propia.

La tabla de frecuencia estd casi completa, solo falta calcular la frecuencia
relativa y su acumulada. Ademads, debemos agregar todas las columnas
correspondientes con sus respectivos nombres para que la tabla esté completa
en su totalidad (Figura 44).

Figura 44. Cédigo de la tabla de frecuencias.

> frec_rel=prop.tabTe(frec_abs)
> frec_rel_acum=cumsum(frec_rel)
> tabla_frecuencias=cbind(frec_abs, frec_abs_acum, frec_rel, frec_rel
_acum)
> colnames(tabla_frecuencias)=c('Frec. Absoluta', 'Frec. Abs. Acumula
da', 'Frec. Relativa', 'Frec. Rel. Acumulada’)
> print(tabla_frecuencias)
Frec. Absoluta Frec. Abs. Acumulada Frec. Relativa

(48,54.8] 5 5 0.1785714

(54.8,61.6] 7 12 0.2500000

(61.6,68.4] 10 22 0.3571429

(68.4,75.2] 3 25 0.1071429

(75.2,82] 3 28 0.1071429
Frec. Rel. Acumulada

(48,54.8] 0.1785714

(54.8,61.6] 0.4285714

(61.6,68.4] 0.7857143

(68.4,75.2] 0.8928571

(75.2,82] 1.0000000

Fuente: elaboracion propia.
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El gréfico que se usa para representar esta tabla es el histograma. Para construir
el histograma es necesario calcular las marcas de clase, que corresponden al punto
medio de cada intervalo. Para obtener las marcas de clase, se usa la funcion seq(),
que genera una secuencia de nimeros. En este caso, se usa la funcion min() y
max() para obtener el valor minimo y maximo de los datos. Luego, se usa la
opcion length.out =5 + 1 en la funcion seq(), para generar una secuencia de 5
marcas de clase completas. La adicion de 1 se debe a que las marcas de clase se
encuentran en el punto medio de cada intervalo (Figura 45).

Figura 45. Codigo para la marca de clase.

> frec_abs

(48,54.8] (54.8,61.6] (61.6,68.4] (68.4,75.2] (75.2,82]
5 7 10 3 3
> etiquetas_1=c('5','7','10"',"3",'3")

Fuente: elaboracion propia.

Para crear el histograma, se usa la funcion hist(). Al igual que el diagrama
de barras, se emplean argumentos similares para las etiquetas, como el titulo
principal (main=), etiqueta del eje x (xlab=) y etiqueta del eje y (ylab=). La
diferencia principal al crear un histograma es que debe especificarse el argumento
breaks, que corresponde al vector de las marcas de clase. Las marcas de clase,
obtenidas previamente, representan los puntos medios de cada intervalo en el
histograma (Figura 46).

Figura 46. Codigo del histograma.

> hist(peso, breaks = seq(min(peso), max(peso), length.out = 5+1 ),1la
bels = etiquetas_1, main = 'Histograma de Pesos', xlab = 'Peso’, ylab
= '"Frecuencia')

Fuente: elaboracion propia.

De lo anterior resulta el histograma (Figura 47).
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Figura 47. Histograma de Pesos.

Histograma de Pesos
10

10

Frecuencia

50 55 60 65 70 75 80

Peso

Fuente: elaboracion propia.

9. EJERCICIOS

Ejercicio 1. Considere los datos siguientes que representan el nimero de
kilémetros que recorre una muestra de carros en cierta ciudad, en dos dias.

17 62 15 65 28 51 24 65
39 41 35 15 39 32 36 37
40 21 44 37 59 13 44 56
12 54 64 59

a) Trace un diagrama de puntos.
b) Trace un diagrama de tallos y hojas.

c) Construya una tabla de frecuencias con intervalos de clase (sugerencia
S intervalos), marcas de clase m,, frecuencias absolutas f;, frecuencias
absolutas acumuladas Fi, frecuencias relativas h;, frecuencias relativas
acumuladas H;. (especificando los pasos en la construccion).

d) Trace un histograma.
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Ejercicio 2. Los datos siguientes son las horas de uso de computadora en el
hogar por dia en una muestra de 20 personas:

41 1.5 104 59 34 5.7 1.6 6.1 3.0 3.7
31 48 20 15 54 42 39 4.1 1.5 35

a) Construya una tabla de frecuencias con 5 intervalos y muestre interva-
los de clase, marcas de clase m;, frecuencias absolutas f;, frecuencias
absolutas acumuladas F;, frecuencias relativas h;, frecuencias relativas
acumuladas H;.

b) (Qué proporcion de personas usan la computadora en al hogar menos de
5.5 horas por dia?

c) Trace el histograma de las frecuencias absolutas.

Ejercicio 3. Se tiene la Tabla 7 que corresponde a los datos de una variable
cuantitativa continua.

Tabla 7. Tabla de frecuencias absolutas, relativas y acumuladas

Limites m, £ h, F, H,
[500,550) 5
[550,600) 0.2
[600,650) 0.7
[650,700)
[700,750) 7 50
a) Complete la Tabla 7.
b) (Cuadl es el intervalo que presenta mayor porcentaje de datos?
¢) ¢Enquérango de valores se encuentra el 30% superior de todos los datos?
d) Indique los valores de My, f,, F., h, y Hs.

Ejercicio 4. A continuacion se presenta un histograma con las alturas en cm
de un grupo de estudiantes con sus respectivas marcas de clase (Figura 48).
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Figura 48. Distribucion de las estaturas en centimetros.

Distribucion de las estaturas

18

15

10

Frecuencia

155 160 165 170 175 180

Fuente: elaboracion propia.

a) Construya una tabla de frecuencias y muestre intervalos de clase, marcas
de clase ™M;, frecuencias absolutas f;, frecuencias absolutas acumuladas
F;, frecuencias relativas h;, frecuencias relativas acumuladas H..

b) (Qué porcentaje de personas miden mas de 157.5 cm?
¢) (Cuantas personas conforman el intervalo de mayor altura?

d) (Qué porcentaje de personas en esa muestra tienen una altura menor a

167.5cm?
10. MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL PARA DATOS NO AGRUPADOS
10.1. MEDIA ARITMETICA
Muestral

La media aritmética muestral representada con (), se calcula sumando todos
los valores del conjunto de datos y dividiendo el resultado entre la cantidad total
de datos. Si x,,%,, ..., X, representan 1 datos cuantitativos, se define la media
aritmética como:
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n
_Limax

Poblacional

La media poblacional u se define como:

N
#zl x_=2—f~r:lxi
NZ ' N
i=1

Donde N es el tamafo de la poblacion.

Ejemplo 2.11: para la siguiente muestra calcular la media o promedio 2, 3,
4,5,9,y 13.

2+3+4+5+9+13
. —

r =

En RStudio el codigo sera (Figura 49).

Figura 49. Codigo para calcular la media de un conjunto de datos.

> x<-¢(2,3,4,5,9,13)
> mean(x)

[1] 6

>

Fuente: elaboracion propia.

Ahora observemos el diagrama de puntos de los datos del ejemplo 2.11
(Figura 50).
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Figura 50. Diagrama de puntos.
Media

Fuente: elaboracion propia.

Si definimos la desviacion= Valor del dato-valor de la media =x; — X,
(Figura 51).

Figura 51. Grdfico donde se representan las desviaciones de un conjunto de datos.

Media

Fuente: elaboracion propia.

Se observa en la anterior figura que £, (x; — ¥) = 0., la suma de todas las
desviaciones (la diferencia entre el dato y la media) es igual a cero.

Ejemplo 2.12: ahora si se tiene la siguiente muestra 2, 3, 4, 5, 9, y 1000. Son
algunos datos del Ejemplo 2.11, pero en vez del valor de 13, tenemos el valor
de 1000y al calcular la media:

2+3+4+5+9+1000
X = ‘ = 1705

Vemos que la media se deja afectar por datos inusuales.

En RStudio, el célculo sera (Figura 52).
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Figura 52. Cdlculo de la media en RStudio.

> x<-¢(2,3,4,5,9,1000)
> mean(x)

[1] 170.5

> |

Fuente: elaboracion propia.

10.2. MEDIANA

La mediana muestral, denotada por %, es el valor central de un conjunto de
datos ordenados en forma ascendente. Si el nimero de datos en la muestra es
impar, la mediana es el valor que ocupa la posicion central. Si el nimero de datos
es par, la mediana se calcula como el promedio de los dos valores centrales.

Para calcular la mediana se requiere encontrar su posicion (denotad por k),
que se calcula de la siguiente manera:

Posicion de lamedianak = (n 4+ 1)(0.5). Donde n es el tamafio de la muestra.

Ejemplo 2.13: calcular la mediana para la siguiente muestra (la cantidad de
datos es un numero impar).

21 35 40 28 24 15 36 23 29 32 23
1. Se ordenan los datos:

15 21 23 23 24 28 29 32 35 36 4

2. Se calcula la posicion de la mediana llamada k. Como el tamafo
de la muestra es de n = 11, entonces la posicion de la mediana es
k = (114 1)(0.5) = 6. Al ordenar los datos de forma ascendente, la mediana
sera el dato de la posicion 6.

e

= xe-

3. Calcular la mediana:

i=x,=28

En Rstudio, los anteriores pasos se muestran en la Figura 53.
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Figura 53. Codigo para el calculo de la mediana cuando la cantidad de datos es
impar.

Console  Terminal Jobs

> x<-c(21, 35, 40, 28, 24, 15, 36, 23, 29, 32, 23)
> y<=-sort(x)
> print(y)
[1] 15 21 23 23 24 28 29 32 35 36 40
> length(y)
[1] 11
> (11+1)*0.5
[1] 6
> y[6]
[1] 28
> median(x)
[1] 28

Fuente: elaboracion propia.

Ejemplo 2.14: calcular la mediana para la siguiente muestra (la cantidad de
datos es un numero par).

201 224 201 219 214 220
1. Se ordenan los datos:
201 201 214 219 220 224

2. Se calcula la posicion de la mediana. Como el tamatfio de la muestra es 6,
entonces la posicion de lamedianaes k = (6 + 1)(0.5) = 3.5. Alordenar
los datos de forma ascendente, la mediana ser4 el dato de la posicion 3 y
4 promediados:

Xy +x,
2

X =

3. Calcular la mediana:
Xgt+x, . 214+ 219

2 2

= 216.5

En Rstudio, los anteriores pasos se muestran en la Figura 54.
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Figura 54. Codigo para el calculo de la mediana cuando la cantidad de datos
es par.

[Workspace Toaded from ~/.RData]

> x<-c(201, 224, 201, 219, 214, 220)
> y<-sort(x)

> print(y)

[1] 201 201 214 219 220 224
> length(y)

[1] 6

> (6+1)*0.5

[1] 3.5

> y[3:4]

[1] 214 219

> mean(y[3:4])

[1] 216.5

> median(x)

[1J 216.5

Fuente: elaboracion propia.

Ejemplo 2.15: ahora, si se tienen los mismos datos del ejemplo 2.13, pero en
vez de 40 es 1000. Calcular la mediana.

15 21 23 23 24 28 29 32 35 36 1000

Es el mismo procedimiento. La mediana seguira siendo ¥ = x, = 28.

En Rstudio, se calcula lamediana con la funcion median() como en la Figura 55.

Figura 55. Calculo en RStudio de la mediana.

> x<-c(15, 21, 23, 23, 24, 28, 29, 32, 35, 36, 1000)
> median(x)

(1] 28

>

Fuente: elaboracion propia.
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Observamos que la mediana no se deja afectar por datos inusuales.

10.3. Moba

Los valores de los datos que se repiten con mayor frecuencia en un conjunto
de observaciones se denomina moda y se denota como Mo.

Ejemplo 16: calcular la moda para los datos del ejemplo 2.13.
21 35 40 28 24 15 36 23 29 32 23

Lamoda Mo = 23.

Para calcular la moda en RStudio hay que instalar el paquete modeest. Para
poder instalar un paquete vamos en la barra del ment superior la opcioén Tools-
>Install Packages como se muestra en la Figura 56.

Figura 56. Herramienta Tools para instalar paquetes en RStudio.

File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help

e - ‘)RI & - H HJ = A Go to file/function I__!l_'l!':“ia|_|_P_3C|CBQI!S...
' — Check for Package Updates...
O Untitled1* * | @] Untitled1* % | @ Untitled2* ¥ | | peso * :
A | | Osourcaonsave | Q , ST Version Control » I~

1 #instalar el paquete modeest Shell...

2 Terminal L

= Jobs 4
Addins »

Keyboard Shortcuts Help  Alt+5Shift+K
Modify Keyboard Shortcuts...

Project Options...

Global Options...

Fuente: elaboracion propia.

Después escribimos modeest, seleccionamos e instalamos Figura 57.
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Figura 57. Ventana para instalacion de paquetes en RStudio.

Install Packages

Install from: ?) Configuring Repositories
| Repository (CRAN) v |

Packages (separate multiple with space or comma):

‘ mode| |
modeest
modehunt ive/Documentos/R/win-library/3.6 [Default] ¥
modeldyou
modelbased ies
modelc
Modelcharts
modeldata

Install Cancel

Fuente: elaboracion propia.

Para activar el paquete modeest, vamos al panel derecho inferior (llamado
entorno de utilidades) y seleccionamos la parte de paquetes y buscamos modeest
y la activamos dando clic a la opcion, Figura 58.

Figura 58. Ventana de seleccion de paquetes.

Files Plots Packages Help Viewer -]
B instan @ Update Q, mo (%]
Name Description Version

[v]  modeest Mode Estimation 240

[] gss General Smoothing Splines 2.2-2

[ rmutil Utilities for Nonlinear Regression and 115
Repeated Measurements Models

[)  stable Probability Functions and Generalized 114
Regression Models for Stable Distributions

(] KernSmooth Functions for Kernel Smoothing Supporting 2.23-16
Wand & Jones (1995)

) mgev Mixed GAM Computation Vehicle with 1.8-31
Automatic Smoothness Estimation

) nlme Linear and Nonlinear Mixed Effects Models 3.1-144

(] nnet Feed-Forward Meural Networks and 7.3-12
Multinomial Log-Linear Models

Fuente: elaboracion propia.
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En la parte de la consola aparecera, como se muestra en la Figura 59.

Figura 59. Funcion “library” para el llamado de paquetes en RStudio.

Console  Terminal Jobs =]
=/
Escriba 'demo()' para demostraciones, 'help()' para el sistema on-11

ne de ayuda,
o 'help.start()' para abrir el sistema de ayuda HTML con su navegado

re.
Escriba 'q()' para salir de R.

[workspace loaded from ~/.RDatal]

> Tlibrary(modeest)
>

Fuente: elaboracion propia.

Lo que significa que la libreria modeest ya se encuentra instalada.

Y calculamos la moda (Figura 60) con la funcién mfv(), ast:

Figura 60. Codigo para el cilculo de la moda.

> library(modeest)
> x<-c(21,35, 40, 28, 24, 15, 36, 23, 29, 32, 23)
> mfv(x)
[1] 23

> |

Fuente: elaboracion propia.

Ejemplo 2.17: para la siguiente muestra, calcular la moda 2, 3,4, 5,9, y 13.
En este caso, no hay moda, porque todos tienen la misma frecuencia, que es 1.

En RStudio observamos que todos los datos se repiten una sola vez (Figura 61).
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Figura 61. Calculo de la moda para un conjunto de datos.

> Tibrary(modeest)

> x<-c(2, 3, 4, 5, 9, 13)
> mfv(x)

[1] 2 3 4 5 913

>

Fuente: elaboracion propia.

10.4. MEDIA PONDERADA

La media ponderada es la misma media aritmética X, pero en este caso cada
uno de los datos x;, tiene un peso w;. La media ponderada se define por:

=1 WX,

n
i=1 Wi

T =
Donde W; son los pesos de las observaciones x;.

Ejemplo 2.18: en un ascensor hay 3 hombres y 2 mujeres. Los hombres pesan
en promedio 80 kg y las mujeres 60 kg. ;Cuénto pesan en promedio todas las
personas que estan en el ascensor?

3X80+2X60
342 B

T =

En RStudio construimos dos matrices con la funcion matrix(), una matriz
de pesos w de tamafio 2 X 1 de la forma (g) y otra matriz de valores de x
de tamafio 1 X 2 de la forma (80 60) multiplicamos las matrices x y w de
la forma (3)~(s0 60 ysando el operador %*% (para multiplicar matrices),
después se divide por la sumatoria de los pesos sum(w) como se muestra en
la Figura 62.



CAPITULO 2. CONCEPTOS BASICOS DE LA ESTADISTICA DESCRIPTIVA 77

Figura 62. Codigo para el calculo de la media ponderada.

> w=matrix(c(3,2), nrow = 2, ncol = 1)
> sum(w)
[1] 5
> X=matrix(c(80,60), nrow = 1, ncol = 2)
> X%*%wW
[,1]
[1,] 360
> X%*%w/sum(w)
[,1]
(1,1 72

Fuente: elaboracion propia.

10.5. MEDIA GEOMETRICA (M G)

De un conjunto de n nimeros positivos se define como la raiz n-ésima del

producto de los 7 nimeros (BEHAR & GRIMA, 2010). La formula para la media
geométrica esta dada por:

— M
MG="xx; .5,
Existen dos usos principales de la media geométrica:

1. Se usa para promediar tasas de crecimiento.

2. Cuando los datos en muestras diferentes presentan unidades de medida
distintos.

Ejemplo 2.19: el crecimiento de una poblacion de 100.000 habitantes afectada
por la inmigracion en estos afios 2016, 2017 y 2018, respectivamente, ha sido de
25%, 35% y 60%. ;Cuél ha sido la tasa de crecimiento promedio de la poblacion?

Si desarrollamos el gjercicio, especificando la poblacion al finalizar cada afio
obtenemos la Tabla 8.
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Tabla 8. Tasas de crecimiento anuales de una poblacion

Ano Poblacion inicial Tasa de crecimiento Poblac1a(1)é1oﬁnal de
2016 100.000 25% 125.000
2017 125.000 35% 168.750
2018 168.750 60% 270.000

De esta forma:

100.000 x 1.25 % 1.35 X 1.60 = 270.000

Por otro lado, si calculamos el promedio de las tasas de crecimiento anual con
la media nos daria lo siguiente:

25+ 351460
f=4ﬂ

e
Estariamos diciendo que el crecimiento porcentual promedio fue de 40% en

cada afio, es decir:

100000 % 1.4 X 1.4 X 1.4 = 274400

Pero este resultado no es el mismo que da en la tabla al finalizar el 2018.
Abhora, si calculamos el promedio de la tasa de crecimiento de la poblacion con
la media armonica:

MG =Y125x135% 1.6 ¥ V2.7~ 1.39247665

Si calculamos:
100.000 x 1.39247665 x 1.39247665 % 1.39247665 & 270.000

Este resultado es el mismo que en la tabla al finalizar el 2018. Es decir, la tasa
de crecimiento promedio adecuada sera la calculada con la media armoénica.

10.6.  MEDIA ARMONICA (M 4)

1

La media armonica se calcula como: MA = 171

ﬁ(x_l-l_x_lq-l_m-l_xij

& n
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Este valor se emplea por lo general para promediar variaciones con respecto
al tiempo.

Ejemplo 2.20: una persona viaja en su carro de una ciudad a otra, y la
distancia entre estas dos ciudades es de 100 km. También se ve que la velocidad
promedio de ida fue de 70 km/h, y la de regreso fue de 80 km/h. ;Cual fue la
velocidad promedio?

Como sabemos:

Velocidad = distancia 100 +100 200 2
T tiempo 100 _|__1EIIZI - lﬂﬂ{i—l-i) B L—I- L
70 80 70 * 80 70 ° 80
O lo que es lo mismo:
1 _
2\70 " 30
11. MEDIDAS DE DISPERSION O VARIABILIDAD PARA DATOS NO

AGRUPADOS

Las medidas de dispersion o variabilidad establecen el nivel de proximidad
o separacion de un conjunto de datos. En algunos casos, este distanciamiento o
acercamiento se puede medir frente a su promedio o media aritmética.

Hay dos tipos de medidas de dispersion las absolutas ejemplos de estas son la
varianza, la desviacion estandar, el rango y el rango intercuartilico; las relativas
un ejemplo es el coeficiente de variacion. Las primeras se caracterizan porque
tienen unidades de medida; las segundas, no.

11.1. VARIANZA

Muestral

La varianza muestral de un conjunto de datos es el “cuasi promedio de las des-
viaciones de los datos respecto a la media elevadas al cuadrado. Se calcula como:

. 1 X o ey (x—®)°
s° = (¢, — %) =———
2

n—1s n—1

Las unidades de medida de la varianza estan elevadas al cuadrado.
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También se puede calcular como:

n—1
i=1
Poblacional
N .
SUES YRR - A
NLT a N
L=

También se puede calcular como:

z _ ;z=1x=':_‘n"'r-”: _ 1 . 2 2
i et o D s
i=1

Demostracion:

p TG -0 ¥R, - 273 x + 3,
55 = =

mn—1

n—1

Como:

Z:!:j_xi = ﬂny:!:j_f: — ﬂf:

Entonces:

§2 _Z?:ixi: — 25X, X, +Z?:13E: E:!=lx:'ﬂ

. © = 2xnx +nx-
n—1 B n—1
n—1 n—1

11.2.  DESVIACION ESTANDAR (TIPICA)

Muestral (Las unidades de la desviacion son las de la variable).

LG -v_ f

fmy X; —n¥’
| _ R _
N n—1 \ n—1
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Poblacional

o= Z‘?’:]_(xi i #)2 = ?:1 xi?. - Nﬂz =
N N

Ejemplo 2.21: para la siguiente muestra calcular la varianza y desviacion
estandar 2, 3,4, 5,9,y 13.

La media es:
2+3+4+5+9+13—5
- =

r =

En la Figura 63 se observan la desviacion’=(valor del dato-valor de la media)’*=

(x; —%)*

Figura 63. Desviaciones elevadas al cuadrado.

(7)?
B
Media
@ @ [ J [©] @ @
0 1 2 3 4 f(_l)'lé 7 8 9 10 1 12 13 14
(apEE— :
(—4)?

Fuente: elaboracion propia.

La varianza muestral es:

_(2-6)°+(3-6)°+(4-6)"+(5-6)°+(9-6)*+(13-6)* _88
6—1

s? =176

También la varianza muestral se puede calcular como:
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, 27+3*+4°+5°+9%°+13°-6(6") 304-—216 88
s = — = z = =176

Abhora, calculando la desviacion estandar (tipica) muestral:

s=Vy17.6% 4195

En RStudio la desviacion estandar muestral se calcula con la funcion sd((),
Figura 64.

Figura 64. Cdlculo de la desviacion muestral.

> x=c(2, 3, 4, 5, 9, 13)
> mean(x)

[1] 6

> sd(x)

[1] 4.195235

Fuente: elaboracion propia.

Ejemplo 2.22: para la siguiente poblacion calcular la varianza y desviacion
estandar 2, 3,4, 5,9,y 13.

La media poblacional es:
_2+3+4+549+413
= - =

u

La varianza poblacional sera:

=(g_5f+¢3_5f4{4—5f+{5—5f+{9—5f4{13—qﬁ=§§
6

o = 14.6

También la varianza poblacional se puede calcular como:

22437 +47+574+ 9% +137 304

z — 6 =———36=50.6—36=14.6
6 6

T

o= V14.666.. = 3.8227



CAPITULO 2. CONCEPTOS BASICOS DE LA ESTADISTICA DESCRIPTIVA 83

En RStudio, para hacer el calculo de la 'desviaci?n poblacional a la desviacion
. g ., _an 172 ~
muestral la multiplicamos por la expresion (""—Nl) donde N es el tamarfio de la
poblaciéon como se observa en la Figura 65.

Figura 65. Codigo para el calculo de la desviacion poblacional.

> x=c(2, 3, 4, 5, 9, 13)
> sd(x)

[1] 4.195235

> sd(x)*((6-1)/6)A0.5
[1] 3.829708

> |

Fuente: elaboracion propia.

Ejemplo 2.23: ahora, si se tiene la siguiente muestra 2, 3, 4, 5, 9, y 1000.
Calcular la varianza muestral.

Al calcular la media:

2+3+4+5+9+1000
‘ = 170.5

T =

La varianza muestral es:

. (2—6)*+(3—-6)*+(4—6)*+(5—6)*+(9—6)*+ (1000—6)> 8257135
g = =
6—1

5
= 1651427

También la varianza muestral se puede calcular como:

, 22 +3%4+ 474574+ 97+ 1000° - 6(170.5°)  100135— 174421.5
= 6—1 N 5 -
§25713.5
5

=165142.7
Ahora, calculando la desviacion estandar (tipica) muestral:

s=V17.6~ 406.38
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11.3. COEFICIENTE DE VARIACION

El coeficiente de variacion muestral y poblacional se calcula respectivamente
como:

oy
Cvrrr:uasrr'ni! = E X 10004
o
Cvpobiﬂcimmi = ;{ X 100094

Es una medida de dispersion relativa que permite comparar la variabilidad de
dos conjuntos de datos, incluso si tienen diferentes unidades de medida. Se calcula
dividiendo la desviacion estandar entre la media y multiplicando el resultado por
100 para expresarlo como porcentaje.

Ejemplo 2.24: en un grupo A, el salario promedio mensual es de $30.000.000,
con desviacion estandar o tipica de $400.000. En el grupo B, el salario promedio
es de $1'600.000 y la desviacion estandar o tipica de $400.000. La Tabla 9, muestra
los datos del enunciado.

Tabla 9. Estadisticas descriptivas para el grupo Ay B

Grupo Media Desviacion estandar o tipica
A $30°000.000 $400.000
B $17600.000 $400.000

(Cual grupo presenta mayor variabilidad?

Para responder esto, usamos el coeficiente de variacion:

$400.000
CV,

= % 100% = 1.3%
grupe 4~ $30°000.000 ’ °

$400.000
CV,

grups B m # 100% = 2504

El grupo que presenta mayor variabilidad es el grupo B, porque el coeficiente
de variacion es el mayor. Obsérvese que, aunque las muestras presentan la

misma desviacion estdndar, eso no significa que los grupos tienen la misma
variabilidad, pues sus medias son diferentes.
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12. EJERCICIOS
Ejercicio 1. Conteste falso o verdadero, segtn el caso:

a) En el siguiente conjunto de datos 2, 4, 3 y 3. La media, la mediana y la
moda son iguales.

b) Sise conoce que lamedia de las notas de un grupo de 40 alumnos es de 3.5
y la de un segundo grupo de 10 alumnos es de 3.0, entonces el promedio
aritmético de los 50 alumnos es de 3.25.

¢) Lamediana es una medida que no se deja influenciar por datos inusuales.

d) La medida de tendencia central que mas se usa para promediar tasas de
crecimiento es la mediana.

e) Elvalor de la desviacion estdndar siempre es menor que la varianza.

f) Sila varianza de un conjunto de datos es cero es porque los valores de
todos los datos son iguales.

g) Elpeso promedio de hombres y mujeres que se encuentran en un ascensor
es de 61 kg. Las mujeres pesan en promedio 55 kg y los hombres 70 kg.
Hay 6 mujeres. Entonces, el numero total de hombres y mujeres en el
ascensor es de 10.

h) Enunaempresa hay dos méaquinas de llenado de liquidos. La maquina A
presenta un promedio de llenado de 10 litros con una desviacion estandar
0.5 litros, y la maquina B presenta un promedio de llenado de 5 litros
con una desviacion estandar de 0.5 litros. Entonces, al comparar ambas
maquinas se encuentra que presentan la misma variabilidad en el llenado
de liquido.

Ejercicio 2. Considere los siguientes datos 13, 2, 10, 4, 10, 12, 16 y 12.

a) Calcule la media en RStudio.
b) Calcule la mediana en RStudio.
¢) Calcule la moda en RStudio.

d) Calcule la varianza en RStudio.

Ejercicio 3. A continuacion, se presentan los tiempos de espera en minutos
de un grupo de personas en la parada de un autobts (el menor tiempo de espera
en la muestra es de 3.0 minutos).
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Tallo Hoja

2 3 01

3 4 588

(10) 5 0345789999
@ 6 1479

3 7 369

3 8 035

a) Calcular el tiempo promedio y la desviacion estandar del tiempo de espera
del autobts.

b) (En qué rango de valores de los tiempos de espera se encuentran el 50%
inferior?

Ejercicio 4. A continuacion, se presenta una muestra de 11 localidades de
Bogota (Tablal0), y se indica ademas su superficie en km?.

Tabla 10. Muestra de localidades de Bogota

Localidad | Usaquén | Chapinero | SantaFe Satrcl,) l?a rlls— Tunjuelito Usme
Km? 65 38 45 49 10 215
Localidad | Bosa Kennedy | Fontibon Los Engativa

Martires
Km? 24 39 33 7 36

a) Calcule la superficie promedio en km? para esta muestra.

b) (Cual es la localidad con superficie mediana en esa muestra?
¢) Calcule la desviacion estandar para la superficie.

d) Calcule el rango de la superficie en esa muestra.

Ejercicio 5. A continuacion, se presenta una tabla de un grupo de estudiantes
a los que se les pregunto el nimero de hermanos, Tabla 11.
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Tabla 11. Distribucion del numero de hermanos

Numero de hermanos Frecuencia absoluta /3
0 4
1 10
2 6
3 5
4 4
5 2

Calcule el nimero promedio de hermanos en esa muestra con el promedio
ponderado.

Ejercicio 6. A continuacion, se presentan las estadisticas descriptivas (Tablal2)
de muestras aleatorias sobre las mediciones de los didmetros de unas esferas
medidas con los instrumentos 1 (en centimetros) y 2 (en pulgadas).

Tabla 12. Estadisticas descriptivas para los Instrumentos 1 y 2

Media Instrumento 1 Instrumento 2
Media aritmética 10.8 cm 43 in
Desviacion estandar 2.7 cm 1.11in
Tamafio de muestra 30 45

De acuerdo con la informacion, (cudl instrumento presenta mayor variabilidad
en su medicion?

13. MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL PARA DATOS AGRUPADOS

13.1. MEDIA

Se calcula de la siguiente forma:

E:=1mifi _ E:=1m:'fi
Tof | on

T =

Es decir, se calcula como la media ponderada y en este caso f; seran los
pesos, donde:
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m; =Marca de clase del 1-ésimo intervalo.
f; =Frecuencia absoluta del i-ésimo intervalo.
I =Total de intervalos.

n =Total de datos en la muestra; n = X!_, f;

13.2.  Moba

Es la marca de clase (712;) del intervalo de mayor frecuencia absoluta.
13.3. MEDIANA

Se calcula de la siguiente forma:

1. Se calcula la posicién (1 + 1)0.5 = k. Donde n es el total de datos.

2. Se determina el intervalo donde se encuentra la posicion k. El intervalo
se representa como:

[LH’ L_'-'-'i:]

3. Se calcula la mediana con la siguiente formula:
£ =x, = Ly + (S ) e (Fiey + )]
f;
Donde:
k =Posicion de la mediana.
L;; =Limite inferior del i-ésimo intervalo donde cae la mediana.
Lz; =Limite superior del i-ésimo intervalo donde cae la mediana.

F;_, =Frecuencia absoluta acumulada del (i — 1)-ésimo intervalo, es decir,
el intervalo anterior a donde cae la mediana.

f; =Frecuencia absoluta del i-ésimo intervalo donde cae la mediana.

Ejemplo 2.25: la variable que se presenta en la Tabla 13 (datos agrupados) es
el nimero de dias en que una empresa de envios tarda en entregar 80 paquetes
solicitados. Calcular la media, la mediana y la moda de dias que tardan los envios
en esa muestra.
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Tabla 13. Tabla de frecuencias absolutas, relativas y acumuladas para la
variable dias

Intervalos . Frecuencia . Frecuencia
Marca de Frecuencia Frecuencia .

de clase clase (1) absoluta (f) absoluta acu- relativa (f.) relativa acu-

(dias) m; ¥ | mulada (F.) i/ | mulada (H,)
[5,10) 7.5 10 10 0.125 0.125
[10,15) 12.5 12 22 0.150 0.275
[15,20) 17.5 24 46 0.300 0.575
[20,25) 22.5 28 74 0.350 0.925

[25,30) 27.5 6 80 0.075 1
Mediaz = (?.5}(1u}+(13.5}(13}+(1?.Zitz4}+(zz.5}(za}+(z?.5}(s} _ 1;:::: — 18 dias.

Moda Mo = 22.5 dias.
Mediana

1. Encontramos la posicion. k = (80 4+ 1)(0.5) = 40.5.

2. Se determina el intervalo donde se encuentra la posicion k. El intervalo
es [15,20).

3. Se calcula la mediana con la siguiente férmula:

X=x=Lg+ (%) [k — (F—y +1)]

B 20 — 15 _
X = X495 = 15+ (T) [40.5 — (22 +1)] = 18.64583
La mediana es aproximadamente 18.6 dias.

14. MEDIDAS DE DISPERSION O VARIABILIDAD PARA DATOS AGRUPADOS

14.1. VARIANZA MUESTRAL

g2 = Egzl{mi - f]zfi _ 25:1{”’*5 - f]zfi
Lifi—1

n—1



90 LiL1aNA GARCiA BARCO - Luisa MARIA MoNTOYA CONDE

mM; =Marca de clase del i-ésimo intervalo.

fi =Frecuencia absoluta del i-ésimo intervalo.
I =Total de intervalos.

n =Total de datos en la muestra; n = ¥1_, .-

X= Media muestral.

También la varianza muestral se puede calcular como:

§2 = [E:l”f_ffj)-_ﬂf' _ nil (meﬂ)—ﬂf:
i=1

14.2. DESVIACION ESTANDAR MUESTRAL

| i o | i 5 P
|Ez‘=1[mz'_x)_fi _ |[Ez.=lm;_,ﬂ-)—RX'

Donde

*=Media aritmética de datos agrupados.
f; =Frecuencia absoluta del i-ésimo intervalo.
m; =Marca de clase del i-€simo intervalo.

I=Ntumero de intervalos.

Ejemplo 2.26: se tienen los datos del Ejemplo 2.25, Tabla 13. La variable
representa el nimero de dias en que una empresa de envios tarda en entregar 80
paquetes solicitados. Calcular la varianza y la desviacion estandar.

La media, calculada en el Ejemplo 2.25 es x = 18 dias.

La varianza muestral sera:

a

52
_ (75-18)*10+ (125 —18)%*12 + (17.5 — 18)*24 + (22.5 — 18)°28 + (27.5 — 18)%6
B 80 —1
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O también la varianza muestral sera:

2 _ (7.5%)(10) + (12.5%)(12) + (17.5%)(24) + (22.5%)(28) + (27.5%)(6) — 80(18%)
80 —1

5  28500-25920 2580 )
g% = = % 32.658 dias’
79 79

La desviacion estandar es:

s = /32.658 & 5.715 dias.

Varianza poblacional:

g2 = Liza(m; — u)’f; _ Ziza(m; — w)*f;
L1 N

También la varianza poblacional se puede calcular como:

,_ Eemif)—Ne® 1 : 2 2
7 N "N Zm“’f" ks

i=1

Desviacion estandar muestral:

_ ||E::1(mi—_u]:,ﬂ-= ||[:E:=1m§f=)_ 2
‘ql N wl N H

m; =Marca de clase del i-ésimo intervalo.

f; =Frecuencia absoluta del i-ésimo intervalo.

I =Total de intervalos.

N =Total de datos en la poblacion N = Z!_, f.

= Media muestral.
15. PROPIEDADES DE LA MEDIA Y DE LA VARIANZA

15.1. PROPIEDADES DE LA MEDIA

Ejemplo 2.27: se tiene la siguiente muestra 2, 3 y 7. Calcular la media.
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2+3+7 12

¥y = — _ =

3 3

Abhora, si a cada dato le sumo el nimero real 6, la nueva muestra de datos
sera 8, 9 y 13. La media para este nuevo conjunto de datos sera:
8+9+13 30

= — =10
3 3

(Qué paso con la media del nuevo conjunto de datos? Como cada uno de
los datos se desplaz6 € unidades a la derecha, entonces la nueva media
se desplaza 6 unidades a la derecha. Por lo tanto, la media del conjunto
nuevo de datos es la media anterior mas 6 unidades (4 + & = 10). Esto
se puede observar en la Figura 66.

Figura 66. Nueva media desplazada 6 unidades a la derecha.

Media Media

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Fuente: elaboracion propia.

Ahora, si a cada dato del ejemplo lo multiplico por el niimero real 2, la
nueva muestra de datos serd 4, 6 y 14, la media para este nuevo conjunto
de datos sera:

¢4+6+14 24

_-f:— B

3 3

(Qué paso con la media del nuevo conjunto de datos? Como cada uno de
los datos se multiplicé por 2, entonces la nueva media resulta de multiplicar
la media anterior por 2. Por lo tanto, la media del conjunto nuevo de datos
es la media anterior multiplicada por 2, es decir, 4x2=8. Esto se puede
observar en la Figura 67.
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Figura 67. Nueva media multiplicada por 2 unidades.

Media Media

Fuente: elaboracion propia.

En general:

Dado un conjunto de datos *1:%z2s -+ X5 con media X.

93

» Siacada dato se le suma un niimero real ¢, el nuevo conjunto de datos sera:

x,te 2+, x,to

Conmedia ¥ + ¢.

* Siacada dato se le multiplica por un niimero real ¢, el nuevo conjunto de

datos sera:
Xy KEC Xg KCyuy Xy X C

Con media ¥ X c.

15.2. PROPIEDADES DE LA VARIANZA

Ejemplo 2.28: se tiene la siguiente muestra 2, 3 y 7. Calcular la varianza.

Primero calculamos la media:

2+3+7 12

3 3

= =

Calculando la varianza muestral:

, 249"+ -49"+(7-49)" _ (—2+(-1*+(3)* _
5T 31 - 2 3
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* Ahora, si a cada dato le sumo el nimero real 6, la nueva muestra de datos
sera 8, 9 y 13. La media para este nuevo conjunto de datos sera:

8+9+13 30
——=—=10
3 3

¥ =

Con varianza:

2 (8—10)* 4 (9 —10)* + (13 — 10)° _ (—2)* 4+ (—1D*+(3)° _ 14

3i—1 2 2

*  /Qué paso6 con la varianza del nuevo conjunto de datos? Como cada uno
de los datos se desplazo 6 unidades a la derecha, entonces los datos se
desplazan a la derecha, por lo tanto, la varianza se mantiene igual. Esto
se puede observar en la Figura 68, que muestra las desviaciones elevadas
al cuadrado que son iguales.

Figura 68. Valores de las desviaciones al cuadrado de los dos grupos son iguales.

Media Media
-y’ (=)

Fuente: elaboracion propia.

* Abhora, si a cada dato del ejemplo lo multiplico por el nimero real 2, la
nueva muestra de datos serd 4, 6 y 14. La media para este nuevo conjunto
de datos sera:

4+6+14 24

y = —-- ]

3 3

Con varianza:
P G B+ (6-8)°+(14-8)° (2°2-4)"+(2)0°C-9"+(@)°(7-4)°
3-1 2
_@P(=2+ @ (-1 + (2°6F _, (=2 +(D*+G)]_ ., 14
2 2 2
=22x7
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*  /Qué pas6 con la varianza del nuevo conjunto de datos? Como cada
uno de los datos se multiplico por 2, entonces la nueva varianza resulta
de multiplicar la varianza anterior por 22. Por lo tanto, la varianza
aumenta para este caso. Esto se puede ver en la Figura 69, donde las
desviaciones al cuadrado aumentan para la muestra donde los datos se
han multiplicado por 2.

Figura 69. Valores de las desviaciones al cuadrado de los dos grupos son diferentes.

Media Media
(-2)* (-1)*@2)°
(—1)? (3)° (3)°(2)*
e o 0(-2°2)0 e o
| Y
2 3 4 5 6 7 8 g 10 11 12 13 14

Fuente: elaboracion propia.

En general:

Dado un conjunto de datos Xy:%3, .-, X, con varianza s2.
» Siacadadato se le suma un nimero real ¢, el nuevo conjunto de datos sera

¥, +e x,+¢,..,x,+¢

Con varianza s2.

+ Siacada dato se le multiplica por un niimero real ¢, el nuevo conjunto de
datos sera

Xy REC Xy XEywny X X C

Con varianza s%¢?.

» Nota obsérvese que si hubiésemos multiplicado cada uno de los datos por
numeros reales entre -1 y 1, la varianza de los nuevos datos disminuiria.
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16. MEDIDAS DE POSICION

16.1. CUARTILES

La mediana ¥ es una medida de posicion, porque divide la distribucion de
datos ordenados en dos partes iguales. Por debajo de la mediana se encuentra el
50% de los datos y por encima el otro 50%. La férmula para encontrar la posicion
de la mediana es:

(n+1)

k= 1)+ 0.5 =
(n+1) .

Otras medidas de posicién son los cuartiles. Estos dividen la distribucion
de datos ordenados en cuatro partes iguales, en este caso hay tres cuartiles
44, 42 y 93. Para el cuartil 1 g4, el porcentaje de datos que se encuentran por
debajo de ¢l es el 25% y por encima es el 75%. Para el cuartil 2 92 (coincide
con la mediana), el porcentaje de datos que se encuentran por debajo de él es el
50% y por encima es el 50%. Para el cuartil 3 93, el porcentaje de datos que se
encuentran por debajo de ¢l es el 75% y por encima es el 25%. La formula para
encontrar el i — ésimao cuartil es:

. L
kf:ﬂ
4

El diagrama de caja y bigotes es una representacion visual de los cuartiles
y de los valores maximo y minimo de un conjunto de datos para describir su
dispersion y simetria. La caja abarca desde el primer cuartil (91) hasta el tercer
cuartil (g3), conteniendo el 50% de los datos centrales y dentro de la caja se
visualiza por medio de una linea el cuartil dos (42) o mediana. Los bigotes son
lineas que se extienden desde los extremos de la caja hasta el valor minimo y el
valor maximo que no se consideran atipicos. Los pasos para hacer un diagrama
de caja y bigotes son

1. Encontrar los cuartiles y representarlos en una caja rectangular.
2. Encontrar el rango intercuartilico RI = g5 — gq;.
3. Encontrar intervalos para identificar datos inusuales suaves y extremos.

3.1. Intervalo 1 (g, — 1.5 # RI, g5 + 1.5RI). Si hay datos que estan por fuera
de este intervalo se dice que es un dato inusual suave.
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3.2.Intervalo 2 (g, — 3 * RI,q; + 3RI). Si hay datos que estan por fuera de
este intervalo se dice que es un dato inusual extremo.

4. Dibujar el diagrama con los bigotes, que se representan con los valores
del dato menor a la caja y de la caja al dato mayor, siempre y cuando estos
valores minimo y maximo no sean datos inusuales extremos. En caso
contrario, los bigotes cubririan el primer intervalo.

Ejemplo 2.29: los datos siguientes, pesos en kilogramos (kg), de dos muestras
de estudiantes de colegio el Grupo 1y el Grupo 2.

Grupo1l 43 44 44 45 45 46 46 47 48 48
49 49 49 50 50 50 51 51 52 52

Grupo2 38 38 38 39 39 39 40 40 40 40
41 41 4 4 42 42 42 L2 2 83

Haga en una sola escala el diagrama de cajas para las dos muestras.

Para hacer un diagrama de caja y bigotes encontramos los cuartiles, pero
teniendo en cuenta que los datos deben estar ordenados, en nuestro ejemplo los
datos estan ordenados de menor a mayor.

Encontramos la posicion de los cuartiles teniendo en cuenta la cantidad de
datos, que en este ejemplo son 20, lo mismo para grupo 1y grupo 2:

lxint1l) _ 1«(20+1)
2

k, = 5.25

Posicion del cuartil 1

Zeintl) _ Z#(204+1) _

Posicion del cuartil 2 kK2 = — . = 105

Posicion del cuartil 3 j = 220 _ 3:C0D _ 4575

Ahora, encontramos los cuartiles, para el grupo 1 y el grupo 2:
Grupo 1

g, =45+ 0.75+ 46 =0.25 = 45.25

g, =48 * 0.5+ 49 = 0.5 =485, ’

g; =50*0.25+50=0.75 = EE’I
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Grupo 2
g, =39*0.75+39=025= 39.

g, =40 +05+ 41+ 0.5 =405

g3 =42 %025+ 42%0.75 =42

En RStudio se ingresan los datos, Figura 70.

Figura 70. Ingreso de datos Grupo 1y 2.

> grupo_l=c(43,44,44,45,45,46,46,47,48,48,49,49,49,50,50,50,51,51,52,
52)
> grupo_2=c(38,38,38,39,39,39,40,40,40,40,41,41,41,41,42,42,42,42,42,
43)

Fuente: elaboracion propia.

Ahora, usamos la funcion boxplot() para graficar un diagrama de caja y
bigotes. Las Figuras 71 y 73 muestran el codigo en RStudio, y las Figuras 72 y
74 muestran la grafica para el grupo 1 y grupo 2, respectivamente.

Figura 71. Codigo diagrama de caja grupo 1.

> boxplot(grupo_1l, horizontal = TRUE,xlab ='Pesos en Kg',main
="Diagrama de Caja y Bigotes Grupo 1')

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 72. Diagrama de caja Grupo 1.

Diagrama de Caja y Bigotes Grupo 1

T T T T T
44 46 48 50 52

Pesos en Kg

Fuente: elaboracion propia.

Ahora se tiene para el grupo 2:

Figura 73. Codigo diagrama de caja grupo 2.

> boxplot(grupo_1, grupo_2, names = c("Grupo 1", "Grupo 2"),
main = "Diagrama de Caja y Bigotes, Grupo 1 y Grupo 2", xlab
= "Grupos", ylab =" ")

Fuente: elaboracion propia.

Figura 74. Diagrama de caja Grupo 2.

Diagrama de Caja y Bigotes Grupo 2

T T T T T T
38 39 40 41 42 43

Pesos en Kg

Fuente: elaboracion propia.



100 LiL1aNA GARCiA BARCO - Luisa MARIA MoNTOYA CONDE

Ahora, se tiene para el grupo 1y 2 en el mismo grafico, el codigo en la Figura
75 y el diagrama en la Figura 76.

Figura 75. Codigo del Diagrama de Caja para ambos grupos.

> boxplot(grupo_1, grupo_2, names = c("Grupo 1", "Grupo 2"),
main = "Diagrama de Caja y Bigotes, Grupo 1 y Grupo 2", xlab
= "Grupos", ylab =" ")

Fuente: elaboracion propia.

Figura 76. Diagrama de caja Grupo 1y Grupo 2.

Diagrama de Caja y Bigotes, Grupo 1y Grupo 2

52

50
1

48

44

38
]

Grupo 1 Grupo 2

Grupos

Fuente: elaboracion propia.
1. Encontrar el rango intercuartilico RI = g3 — q,.

Grupo 1 Rl =q3—q,=50—455=45

Grupo2RI=q;—q, =42—39=73

2. Encontrar intervalos para identificar datos inusuales suaves y extremos.
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Grupo 1

* Intervalo 1 (45.5—1.5+4.5,50 + 1.5 *4.5) = (38.75,56.75). No
hay datos que estén por fuera de este intervalo. Entonces, no hay datos
inusuales suaves.

+ Intervalo2(45.5 — 3 * 4.5,50 + 3 = 4.5) = (32,63.5) No hay datos que
estén por fuera de este intervalo. Entonces, no hay datos inusuales extremos.

Grupo 2

« Intervalo 1 (39 —1.5#3,42 4 1.5+ 3) = (34.5,46.5). No hay datos
que estén por fuera de este intervalo. Entonces, no hay datos inusuales
suaves.

+ Intervalo2 (39— 3= 3,42 + 3 # 3) = (30,51) No hay datos que estén
por fuera de este intervalo. Entonces, no hay datos inusuales extremos.

a) (Qué grupo presenta los pesos mas altos? Grupo 1, porque esto se
puede ver con el cuartil 2, para el grupo 1 es el mayor.

b) (En qué grupo hay menos variabilidad? Grupo 2, porque el rango
intercuartilico es el mayor que en el Grupo 1.

16.2. DECILES, PERCENTILES ENTRE OTROS

Otras medidas de posicion son los deciles. Estos dividen la distribucion
de datos ordenados en diez partes iguales. En este caso hay nueve deciles
dy, dy, d,,d,, ds, ds.d7, dg y dg. Para el decil 1 d4, el porcentaje de datos
que se encuentran por debajo de ¢l es el 10%, y por encima el 90%. Asi,
sucesivamente para los demas deciles. La formula para encontrar el i — ésimo
decil es:

. 1
kf:ﬂ
10

Por ultimo, los percentiles dividen la distribucion de datos ordenados en
cien partes iguales. En este caso, hay noventa y nueve percentiles py, p,,
Pz, --:Pss . Para el percentil 1 P1, el porcentaje de datos que se encuentran
por debajo de ¢l es el 1% y por encima el 99%. Asi sucesivamente para los
demas percentiles. La formula para encontrar el ; — &simo percentil es:
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. _ix(n+1)
£ 100

Ejemplo 2.30: para los datos del grupo 1 del Ejemplo 2.29, encontrar el decil
8 y el percentil 65.

Decil 8

_ Be(n#l) _ Be(20+1) _

Posicién decil 8 kg = =5 o — 168

Decil 8 d, = 50 # (1 — 0.8) + 51 # 0.8 = 50.8

Percentil 65

Posicion percentil 65 kg = = :(u“: U= EEt(f:ﬂ} =13.65

Percentil 65 p,z = 49 * (1 — 0.65) + 50 = 0.65 = 49.65.

17. MEDIDAS DE ASIMETRIA Y CURTOSIS

17.1. MEDIDAS DE ASIMETRIA

La asimetria es una medida que indica la falta de simetria en la distribucion de un
conjunto de datos respecto a lamedia. Hay tres tipos de asimetria asimetria negativa
0 sesgo a la izquierda (la cola de la distribucion se alarga para los valores inferiores
a la media, Figura 77), simétrica (hay un mismo numero de elementos a izquierda
y aderecha de la media, Figura 78), asimetria positiva o sesgo a la derecha (la cola
de la distribucion se alarga para los valores superiores a la media, Figura 79).

Figura 77. Distribucion con sesgo negativo.

3 4 5 6

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 78. Distribucion simétrica.

-05

Fuente: elaboracion propia.

Figura 79. Distribucion con sesgo positivo.

Fuente: elaboracion propia.

* Coeficiente de asimetria de Fisher para una muestra con datos no
agrupados
n =43
i=1(x; — %)

CA= 3

TS

* Coeficiente de asimetria de Fisher para una muestra con datos agrupados

_ i=i(m;, — %)% = f;

CA 3

. . nes
e Criterios

Si €4 < 0 1, distribucién tiene una asimetria negativa.
Si €4 = 0 1 distribucion tiene es simétrica.

Si €A = 0 1a distribucion tiene una asimetria positiva.
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17.2. CURTOSIS
La curtosis es una medida que indica cuan aplanada o empinada es la
distribucion de los datos con respecto a la distribucion gaussiana. Hay tres tipos

de curtosis, que se muestran en la Figura 80.

Figura 80. Tipos de curtosis.

Leptocurtica

Mesocurtica

Platicartica

Fuente: elaboracion propia.

* Coeficiente de curtosis para una muestra con datos no agrupados

E?:lixe _-ﬂ“
g=— 3 "3
ns

* Coeficiente de asimetria de Fisher para una muestra con datos
agrupados

3

_ Zioy(m; — D)% = f,
g= _

ns*
*  Criterios

Si g < 0, la distribucion es una distribucion platicurtica.
Si @ = 0, la distribucion es una distribucion mesocurtica.

Si g = 0, ]a distribucion es una distribucion leptocurtica.
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18. EJERCICIOS

Ejercicio 1. Conteste Falso o Verdadero

a) El sueldo promedio de una empresa es de $1.800.000, con desviacion de
$500.000. El dueio decide incrementar para el siguiente afio el 4% en los
salarios a cada uno de sus empleados. Entonces, la desviacion estandar
para el siguiente afio sera la misma de $500.000.

b) Un profesor de estadistica tiene un grupo de 30 estudiantes. La nota
promedio del primer parcial en este grupo fue de 3.2, y la desviacion
estandar de 0.7. El profesor decide aumentar 0.2 décimas a cada uno de
sus estudiantes en su nota. Entonces, la nueva desviacion estandar de las
notas se mantiene igual a 0.7.

¢) Si el promedio del sueldo de los empleados de una empresa es de
$17320.000 y la desviacion de $400.000, si el duefio decide aumentar a
cada uno de sus empleados el 5% de su sueldo, entonces el coeficiente de
variacion es el mismo para antes y después del aumento.

Ejercicio 2. Dado el siguiente histograma, con frecuencias relativas, que

representan las notas del primer parcial de un grupo de 160 estudiantes de
Estadistica I, Figura 81.

Figura 81. Distribucion de las notas.

Distribucion de las notas primer parcial de Estadistica

0.45

0.25

0.125

0.1

0.075

Notas

Fuente: elaboracion propia.
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a) Calcule la media de las calificaciones del grupo.

b) (Pordebajo de qué nota se encuentra el 50% de los estudiantes con menores
calificaciones?

¢) Calcule la desviacion estandar de las calificaciones del curso.

Ejercicio 3. En un estudio que se hizo a una muestra o grupo de personas en
una ciudad sobre los precios (en dolares) de los platos o comidas ofrecidos en cier-
tos restaurantes de un area metropolitana se presentaron los siguientes resultados:

* Elprecio de cada plato de comida que se paga en esa muestra oscila entre
10 dolares (inclusive) y 50 ddlares.

» 76 personas, que era el 38%, contestd que los precios que pagaron por
cada plato de comida fueron menores a 20 dolares.

* EI 80% de las personas respondieron que cada plato que pagé tenia un
precio menor a 30 dolares.

* El16.5% de las personas manifestaron que consumieron platos de comida
cuyo precio estaba comprendido entre 40 délares (inclusive) y 50 dolares.

a) Hazuna tabla de frecuencias donde aparezcan los intervalos de clase con
los precios, marcas de clase m;, frecuencias absolutas f;, frecuencias
absolutas acumuladas ;, frecuencias relativas h;, frecuencias relativas
acumuladas H.. (especificando los pasos en la construccion).

b) Halle la mediana del valor del plato en la muestra.
c) Halle el precio promedio de los platos de la muestra.
d) Halle la desviacion estandar del valor del plato.

e) (Qué porcentaje de estas personas pago por un plato 20 délares o mas,
pero menor a 40 ddlares?

Ejercicio 4. A continuacion, se presenta la distribucion de frecuencias relativas
del porcentaje de algodon usado en cada camisa fabricada para caballeros. En
total la muestra fue de 200 camisas, Figura 82.
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Figura 82. Distribucion de porcentaje de algodon en las camisas.

Distribuciéon de porcentaje de algodén en camisas

0.4

Porcentaje de algodén

Fuente: elaboracion propia.

a) ¢Enpromedio, qué porcentaje de algodon se usa en la fabricacion de una
camisa?

b) (Cuadl es el porcentaje de algodon para que la mitad de las camisas en esta
muestra estén por debajo de este valor?

¢) (Cual es la varianza en el porcentaje de algodon?

Ejercicio 5. A continuacion, se presentan la distribucion de frecuencias
(Tabla 14) relativas acumuladas H; de los salarios mensuales (en millones) de
400 empleados de una empresa.

Tabla 14. Distribucion de salarios mensuales

Salario mensual

[1.5,2) 0.40
[2,2.5) 0.66
[2.5,3) 0.80

Frecuencia relativa acumulada Hi
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[3,3.5) 0.90
[3.5, 4) 0.98
[4, 4.5) 1.00

a) Calcular el sueldo promedio de este grupo de empleados.

b) Calcular la varianza de los sueldos.

¢) En qué rango de valores se encuentra el salario de los empleados del 60%

superior.

Ejercicio 6. Las auditorias contables (en dias) de 20 clientes de una
organizacion se presentan en la Tabla 15, de frecuencias relativas.

Tabla 15. Distribucion de dias de las auditorias

Numero de dias Frecuencia absoluta f: Frecuencia relativa h:‘
[10, 15) 0.20
[15, 20) 0.40
[20, 25) 0.25
[25,30) 0.10
[30, 35) 0.05

a) Complete los valores de la frecuencia absoluta si en total se hicieron 20
auditorias.

b) Calcular el tiempo promedio de una auditoria.

c) (Por debajo de qué valor se encuentran el 50% de los menores tiempos

en las auditorias?

d) Calcular el tiempo modal de una auditoria.

e) Calcular la desviacion estandar del tiempo de las auditorias.

Ejercicio 7. Los datos presentados a continuacion representan las ventas de
21 empresas de automéviles durante un afio en millones de euros.

8400
600
10400
3600

1300
21000
7400
5700

1800 8800 2400 11400
6400 1800 2800 1300
4000 4300 700 2100
8300
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a) Trace un diagrama de caja.

b) (Hay alglin valor atipico o algin valor atipico suave o extremo en la
muestra? Justifique la respuesta.

¢) Encuentre el percentil 90.

d) Encuentre el decil 3

Ejercicio 8. Un importante aeropuerto ha contratado recientemente a un
consultor para estudiar el problema de los retrasos en el trafico aéreo, Figura §3.

Figura 83. Distribucion del tiempo de retraso de vuelos en minutos.

Distribucion de los tiempos de retraso de los vuelos en minutos
95
o _
w
(=]
o ¥
o
5 8
3
2 o |
e 13
g . 6 5 4
o J I R —
I I I | |
10 20 30 40 50
Tiempo en minutos

Fuente: elaboracion propia.

a) Calcule la media muestral del tiempo de retraso.

b) Calcule la desviacion estandar muestral del tiempo de retraso.

¢) (Qué tiempo corresponde al 50% de los vuelos con menor retraso?
d) (Qué tiempo corresponde al 80% de los vuelos con mayor retraso?

e) Halle el coeficiente de asimetria y curtosis, ;qué concluye?
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1. TEORIA BASICA DE CONJUNTOS

Definicion informal de un conjunto un conjunto es una coleccién de
elementos u objetos bien definidos.

Los conjuntos se denotan con letras mayusculas 4, B, C, D.
Los elementos de un conjunto se denotan con letras mintisculas x, y, z.

Un conjunto se puede expresar por comprension o por extension. Por
comprension es cuando los elementos se expresan por una caracteristica bien
definida, y por extension es cuando se escriben todos los eventos del conjunto.

Ejemplo 1: Definamos el conjunto de las vocales.

Por extension 4 = {a, e,i,0,u}

Por comprension 4 = {x/x es una vocal} se lee son los x tales que x es una
vocal)

La notacion, a € A, significa que el elemento a pertenece al conjunto A.

La notacion, b € A, significa que el elemento b no pertenece al conjunto A.
L.L OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS

a) Unién (V)

Es una operacion entre dos o mas conjuntos que produce un nuevo conjunto,
formado por todos los elementos que estan presentes en al menos uno de los
conjuntos, sin repetir elementos.

Ejemplo 2: Dados los conjuntos 4 = {a,e,i,0,u} y B = {a,b,c.d, e, f}
Encuentre 4 U g,
AUB ={a,e,i,o,u,b,cd,f}
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Definicion de la union entre dos conjuntos

AUB ={x/x €A Vx€B}(ge Jee son los x tales que x pertenecen al conjunto 4 o al
conjunto B). Es decir, que estdn en A o en B, 0 en ambos.

La unioén representada en el diagrama de Venn (Figura84).

Figura 84. Diagrama Venn de la union entre conjuntos A, B.

AUB

Fuente: elaboracion propia.
b) Interseccion ()

Es una operacion entre dos o mas conjuntos que produce un nuevo conjunto,
formado por todos los elementos comunes de los conjuntos.

Ejemplo 3: dados los conjuntos 4 = {a,e,i,o,u} y B ={a.b,c,d, e, f}
encuentre 4 N B.

AnB ={a,e}

Definicion de la interseccion entre dos conjuntos

AUB ={x/x €A Ax €B} (se lee son los x tales que x pertenecen al conjunto 4 y
al conjunto B). Es decir, que estanen 4 y en B a la vez.

La interseccion representada en el diagrama de Venn (Figura 85).
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Figura 85. Diagrama de Venn de la interseccion entre los conjuntos A, B.

ANB

Fuente: elaboracion propia.

Ejemplo 4: Dados los conjuntos 4 ={a,e,i,o,u} y B = {m,n,l1},
encuentre 4 N B.
AnB={ }=0

Podemos ver, en este caso, que los conjuntos 4 y B no tienen elementos en
comun. Es decir, la interseccion entre ellos es el conjunto vacio. Entonces, los
conjuntos 4 y B se dice que son mutuamente excluyentes.

Definicion 1: dos conjuntos 4y B, se dice que son mutuamente excluyentes si

ANnB=0

Representados en el diagraman de Venn (Figura 86).

Figura 86. Conjuntos mutuamente excluyentes A, B.

A

Fuente: elaboracion propia.
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Definicién 2: tres conjuntos 4. B y €, se dice que son mutuamente excluyentes
entre si, si se cumple lo siguiente:

ANBNC=0
ANB=0
Anc=0
BNnCc=0

Representados en el diagraman de Venn (Figura 87).

Figura 87. Conjuntos mutuamente excluyentes A, B, C.

Fuente: elaboracion propia.

Eiemplo 5: dados los conjuntos 4 ={a.e.i,0,u} B={mnl}
¢ ={s t}, [son estos conjuntos mutuamente excluyentes?

Podemos ver que:

AnBnCc=0
AnNB=0
ANnC=0
BNC=0

Por lo tanto, los conjuntos 4. B y € son mutuamente excluyentes entre si.
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¢) Complemento ( ©)

Es el conjunto de todos los elementos que pertenecen al universo, pero que
no estan en el conjunto dado.

Ejemplo 6: dado el conjunto 4 = {a,e,i,0,u} y un conjunto universal
U = {xx es una letra del alfabeto inglés} €ncuentre A°,

A® = {xx es una consonante}

O también por extension:

A°={b,c,d,f,g.hj. k1, mn,pqr,stv,wxyz}
Definicion del complemento de un conjunto

AC = {x /x €A ANx € ‘u} (se lee son los x tales que x pertenecen al conjunto
Ay al conjunto B).

El complemento de un conjunto representado en el diagrama de Venn, Figura 88.

Figura 88. Diagrama de Veen del complemento del conjunto A.

Fuente: elaboracion propia.
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1.2 PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS

a) Ley conmutativa
AUuB=EBUA4

AnB=BnA
b) Ley asociativa
(AUB)UC=BU(AUC)
(AnB)NnC=Bn(AnC)

¢) Leyes complementarias

Aulu=1
AnuU=A
AUuD=A4
And=0
AUA =1
ANA =0

d) Leyes distributivas
Au(Bnc)=(AuB)n(AuC)
An(BUuC)=(AnB)u(AnC)

e) Ley involutiva

(A5 =4

f) Leyes de idempotencia

Aud=4

And=4
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g) Leyes De Morgan

(AuB)* =4A“nB*¢

Figura 89. Complemento de la interseccion de A y B.

(An B)t =A“uB*©

Fuente: elaboracion propia.

Figura 90. Diagrama de Venn del complemento de la union de A, B.

Fuente: elaboracion propia.
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1.3. CARDINALIDAD DE CONJUNTOS

Cardinalidad de un conjunto

La cardinalidad de un conjunto 4 es el nimero de elementos que hay en el
conjunto A. Se denota como n(A4).

Ejemplo 7: dado el conjunto A = {a, &, i, 0,1}, encontrar la cardinalidad de A.

Se puede observar que:
n(4)=5

Cardinalidad de 1a union de dos conjuntos

La cardinalidad de unién de los conjuntos 4, B se define como:

n{AUB) =n(4) + n(B) —n(4AnB)

Ejemplo 3: dados los conjuntos 4 = {a,e,i,o,u} ¥y B = {a,b,c,d, e, f},
encontrar la cardinalidad de 4 U B.

Como:
AUB ={a,e,i,o,u,b,cd,f}
n(AUB) =9
Ademas, se puede observar que:
n(4) =5
n(B) =6

También A N B = {a, e} Entonces:

n(AnB) =2

Entonces:
n{AUB) = n(4) + n(B) — n(4A N B)

9=5+6—-2
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Ejemplo 9: en un grupo de 110 estudiantes se encontré que 52 cursaban
inglés, 37 cursaban francés y 24 cursaban las dos materias. Encuentre el nuimero
de estudiantes que cursaban al menos una de estas asignaturas.

Segun el enunciado:

n(l) =52
n(F) =37
n(INF)=13

Y me pregunta el nimero de estudiantes que cursaban al menos una de estas
asignaturas, es decir, los que estan estudiando inglés o francés (I U F).

Como:
n(IUF)=n(I)+n(F)—n(INF)
n(IUF)=52+37 —13
n(IUF) =76

Abhora, resolviendo el ejercicio con el diagrama de Venn, Figura 91.

Figura 91. Representacion de cardinalidad de los que estudian solo inglés, solo
francés, ambos o ninguno.

Fuente: elaboracion propia.
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El resultado es sumar 28 + 24 + 13 =76,
Cardinalidad de la union de tres conjuntos

La cardinalidad de unién de los conjuntos 4, B, € se define como:

nfAuBuUC)=n(4)+n(B)+n(C)—n(AnB)—n(AnC)—n(BnC)+n(AnB
ne)

Ejemplo 10: dado los conjuntos 4 ={a,e,i,o,u} B = {a,b,c,d,e, [}y
¢ ={a,o0,c,d, f,m,n, 1} encontrar la cardinalidad de 4 U B U ¢
Como:
AUBUC ={a,e,i,oub,cd f,mmn,l}

n(AUBuUC) =12

Ademas, se puede observar que
n(d) =5
n(B) =6
n(C)=28

También:
ANEB ={a,e}

AncC ={a,o}
BnC ={a,c,d,f}
AnNEBnC ={a}
Entonces:
n(AnNB) =2
n(Anc) =2
n(Bnc)=4

n(AnBNnC)=1
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Entonces:
n(AuBuUC)=n(A)+n(B)+n(C)—n(AnB)—n(AnC)—n(BncC)+n(AnB
nc)

12=54+6+8—-2-2-4+1

Ejemplo 11: de los 100 estudiantes de segundo semestre de una universidad
se tiene que 60 estudiantes asisten a clases de inglés; 40, a clases de francés, y
20, a clases de aleman. 26 estudiantes asisten a las clases de inglés y francés,
10 estan asistiendo a las de inglés y aleman y 12 estan en las de francés y
aleman. Ademas, 78 asisten por lo menos a alguna de las clases mencionadas
anteriormente (es decir, asisten a clases de inglés, francés o aleman). Calcular la
cantidad de personas que a) solamente asisten a la clase de inglés, b) asisten a la
clase de inglés y francés, pero no a la de aleman.

Definiendo I inglés. F francés y 4 aleman.

Segun la informacion del ejercicio, se tiene:

n(l) =60
n(F) = 40
n(4) = 20
n(INF) =26
n(In A4) =10
n(FnA4) =12
n(IUFUA4) =178
Aplicando la formula tenemos:
n(l UF U A4)

=n(I)+ n(F) + n(d) —n(In F) —n(l n 4) — n(F n 4
+ n(I n Fn A

78 = 60 + 40 + 20 — 26 — 10 — 12 + n(I N F n A)

Despejando:

n(In Fn A) = 78 — 60 — 40 — 20 + 26 + 10 + 12
n(INnFN A) =6
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Ahora, haciendo un diagrama de Venn, Figura 92.

Figura 92. Representacion de la cardinalidad de los que estudian inglés, francés,
aleman.

A
\/

22

Fuente: elaboracion propia.

Al calcular la cantidad de personas que a) solamente asisten a la clase de
inglés, es decir, hay que calcular la cantidad de personas que asisten a la clase
de inglés y no asisten a las de francés y no asisten a las de aleman:

n(I N F°n A%) = 30
b) asisten a la clase de inglés y francés, pero no a la de aleman.
n(I N FnA®) = 20
2. EJERCICIOS

Ejercicio 1. Sombre la operacion indicada en la Figura 93.
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Figura 93. Ejercicio 1

AU(B°NC) (CNA)UB

A A

«®

Fuente: elaboracion propia.

Ejercicio 2. En un grupo de 600 estudiantes de una carrera, 80 cursan la
asignatura de francés, 100 aleman, 300 inglés. Ademas, 30 cursan inglés y
francés; 40, aleméan e inglés; 20, aleman y francés, y 400 cursan por lo menos
alguna de estas tres asignaturas. Determine:

a) La cantidad de personas que estudian francés, inglés y aleméan.
b) La cantidad de personas que estudian solamente inglés.
¢) La cantidad de personas que estudian francés y aleman, pero no inglés.

d) La cantidad de personas que estudian inglés o francés.

Ejercicio 3. De un grupo de 530 personas de segundo semestre, de alguna
universidad, 155 estan tomando la asignatura A; 137, la asignatura B, y 182, la
asignatura C. También se sabe que 39 solo estan tomando la asignatura C; 41
solo toman las asignaturas B y C; 67 solo toman las asignaturas A y C; 64 toman
la asignatura B, pero no A, y 219 toman las asignaturas A o B. Si se selecciona
un estudiante de este grupo:

a) (Cuadl es cantidad de personas de este grupo que exactamente esta tomando
la asignatura A?

b) (Cual es la cantidad de personas de este grupo que no estd tomando
ninguna de estas asignaturas?

Ejercicio 4. En una ciudad se publican tres periddicos A, B y C. Suponga
que 50% de las familias estan suscritas al periddico A; 30%, al B, y 20%, al C.
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También que 16% de las familias lo estan en A y B, pero no en C; 38%, en B o
C; 57%,en A o C,y 9%, en los tres. Calcule el porcentaje de familias que:

a) No estén suscritas en el periddico A, pero si estén suscritas en el B.
b) Estén suscritas en por lo menos un periodico.
c) Estén suscritas en exactamente un periodico.

d) Estén suscritas en el periodico A o B.

Ejercicio 5. En una investigacion de mercado se halld que de 500 compradores
entrevistados 160 compraban el producto A; 250 compraban el producto B, y
150 no compraban ninguno de los dos.

Complete la Tabla 16 con la informacion dada anteriormente.

Tabla 16. Compradores de los productos A, B

Compran el No compran el Total
producto A producto A
Compran el
producto B
No compran el
producto B
Total
3. CONCEPTOS BASICOS DE PROBABILIDAD
3.1. EXPERIMENTO ALEATORIO

Es un proceso que cumple con lo siguiente:

» Todos los posibles resultados del experimento se conocen de antemano.
» Cuando se hace el experimento, no se sabe cual resultado va a ocurrir.

» El experimento se puede repetir bajo idénticas condiciones.

Ejemplo 12: lanzo una moneda.

Ejemplo 13: lanzo un dado.
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Ejemplo 14: hago una encuesta donde las preguntas sean cerradas. Por
ejemplo, preguntar la preferencia de un producto donde las opciones de respuesta
son Bueno, Regular o Malo.

Ejemplo 15: lanzar una moneda hasta obtener cara.

Ejemplo 16: mirar el tiempo de duracion de un bombillo.

3.2. ESPACIO MUESTRAL

Es el conjunto de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio.
Se denota con las letras f1 0 5.

Ejemplo 17: lanzo una moneda. Entonces el espacio muestral sera:

n ={Cara, Sello}

En este ejemplo el espacio muestral es discreto, porque es contable finito.

Ejemplo 18: lanzo un dado. Entonces el espacio muestral sera:
n={123456}

En este ejemplo el espacio muestral es discreto, porque es contable finito.

Ejemplo 19: hacer una encuesta donde las preguntas sean cerradas. Por
ejemplo, preguntar la preferencia de un producto donde las opciones de respuesta
son Bueno, Regular o Malo. Entonces el espacio muestral sera:

1 = {Bueno, Regular, Malo}

En este ejemplo el espacio muestral es discreto, porque es contable finito.

Ejemplo 20: lanzar una moneda hasta obtener cara.

n={C,5C,55C,555C,5555C, ...}

En este ejemplo el espacio muestral es discreto, porque es contable infinito.

Ejemplo 21: mirar el tiempo de duracion de un bombillo. Entonces el espacio
muestral sera:

N ={t:esel tiempo;t = 0}
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En este ejemplo el espacio muestral es continuo, porque es no contable.

3.3. EVENTO

Un evento es un subconjunto del espacio muestral. Para los tres primeros
ejemplos tenemos:

Ejemplo 22: lanzo una moneda. Entonces el espacio muestral sera:

N ={Cara,Sello}

Los eventos en este caso son:

E, = {Cara}

E, = {Sello}
E; = {Cara, Sello}

E,={ }=0

Una formula para encontrar los subconjuntos de un conjunto A4, si el conjunto
es finito es 2™4) donde 1(A4) es la cardinalidad de A. En este ejemplo vemos que
el espacio muestral tiene 2 elementos y por lo tanto el nimero de subconjuntos
0 eventos para este espacio muestral son 22 = 4.

Ejemplo 23: lanzo un dado de 6 caras. Entonces el espacio muestral sera:

n={123456}
Para este caso, hay 6 elementos en el espacio muestral. Entonces, el nimero
de subconjuntos o eventos sera igual a 2% = g4, los eventos se muestran en

la Tabla 17.

Tabla 17. Eventos del experimento aleatorio lanzar un dado

E, = {1} E,, = {3,5} E., = {235} | Es = {1,3.4.6}

E, = {2} E,. = {3.6} E,, = {2.3.6} | E, = {1356}
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E; = {3} Eys = {45} Ey; = {245} E;, = {1456}
E, = {4} Eyy = {46} Ey, = {2/4,6} E;, = {2345}
E; = {5} E,, = {56} E;; = {256} E;; = {2346}
E. = {6} E,, = {1,2,3} E; = {345} E., = {2,3,5,6}
E, ={1,2} E,, = {124} E;, = {3.4,6} E.. = {2456}
E; ={1,3} E,, = {1,2,5} E,, = {3,5.6} E.. = {3456}
E, = {1,4} E,. = {1,2,6} E,; = {456} E., ={1,234,5}
E,p =1{1.5} E,, = {1,3,4} E,, = {1,234} | E;={12346}
E,;; =1{1.6} E,, = {1,3,5} E,; = {1,235} | E;; ={1,2,3,5,6}
E;, =1{2.3} E,; = {1,3,6} E,, = {1236} | E;, = {1.245,6}
E;; =1{2.4} E,; = {1,4,5} E,. = {1245} | E,, =1{1345,6}
E,, =1{2,5} Eyy = {146} E,, = {1246} | E,, = {23456}
E,. =1{2,6} E;, = {156} E,, = {1,256} |E; ={123456)}
E, = {3.4} Ey, ={234} | Ep=1{1345} |E,={ }=0

También podemos expresar, por ejemplo, el evento E,, = {1,3,5} de la forma
E,;que salga un nimero impar.

Ejemplo 24: hacer una encuesta donde las preguntas sean cerradas. Por
ejemplo, preguntar la preferencia de un producto donde las opciones de respuesta
son Bueno, Regular o Malo. Entonces, el espacio muestral sera:

2 = {Bueno, Regular, Malo}

Para este caso, hay 3 elementos en el espacio muestral. Entonces, el nimero
de subconjuntos o eventos sera igual a 2% = g, los eventos seran:
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E, = {Bueno}
E, = {Regular}
E; = {Malo}
E, = {Bueno, Regular}
E. = {Bueno, Malo}
E, = {Regular,Malo}
E, = {Bueno, Regular, Malo}
Eg={ }=0

4. CONCEPCIONES SOBRE PROBABILIDAD

La probabilidad de un suceso o evento es un concepto muy complejo de
precisar, por lo que existen diferentes concepciones acerca de como definir la
probabilidad de un evento o suceso. En todas estas, lo que si se ha establecido es
que la probabilidad de un evento debe asignar un valor especifico (nimero real) en
el intervalo que va de cero a uno. Mientras mas se acerca a cero, la probabilidad
del evento es mas improbable y, por el contrario, entre mas se acerca a uno es
mas probable. Ademads, si la probabilidad del evento es igual a cero, se dice
que es un evento imposible, si la probabilidad es uno, se dice que es un evento
seguro, y si la probabilidad es igual a 0.5, el evento es verosimil, porque esta en
el punto medio de la escala.

4.1. CONCEPCION CLASICA

En la concepcion clasica, la probabilidad de un suceso se define como
“cociente entre el nimero de casos favorables al suceso y el nimero de casos
posibles, siempre que todos sean equiprobables” (BATANERO, 2001). Es decir, la
probabilidad de un evento E se puede calcular como:

n(E) Cardinalidad del evento

Esta probabilidad asume que todos los elementos del espacio muestral tienen
la misma posibilidad de ocurrir. Ademas, el cociente de esta expresion da como
resultado un numero racional, porque tanto el numerador como el denominador
son dos numeros enteros.



CAPITULO 3. CONCEPTOS BASICOS DE LA PROBABILIDAD 129

Ejemplo 25: lanzo una moneda. Entonces, el espacio muestral sera:

n ={Cara,Sello}

Los eventos, con sus probabilidades en este caso son:

E, = {Cara};P(E,) =

b3 | =

= 0.5 ; (evento verosimil)

E, = {Sello}; P(E,) = = = 0.5; (evento verosimil)

ba | =

E; ={Cara,5Sello}; P(E;) = 5 = 1, (evento seguro)

E,={ }=0;P(E,) = 0; (evento imposible)

Ejemplo 26: lanzo un dado. Entonces, el espacio muestral sera:

2 =1{1,2,3456}

Definamos el evento E que salga un nimero mayor que 1, entonces:

E ={2,3456}

5 _
P(E) = -=083

4.2, CONCEPCION COMO FRECUENCIA RELATIVA

La definicion anterior asumia que todos los resultados de un experimento
aleatorio son igualmente posibles de ocurrir y esto no necesariamente se presenta
siempre, pues en los fendmenos naturales o en el mundo real hay eventos o sucesos
en los que las equiprobabilidades no se presentan. Por ejemplo, la probabilidad
de que un vuelo que se hace de cierta ciudad a otra llegue a tiempo puede que no
sea la misma de que el vuelo no llegue a tiempo, mas bien se puede registrar la
proporcion de veces en que estos eventos ocurrirdn. Por ejemplo, si una aerolinea
registra que de cada 100 vuelos, 95 llegaban a tiempo, esta puede afirmar que
aproximadamente el 95% de sus vuelos llegan a tiempo. Es decir, la probabilidad
de que un vuelo llegue a tiempo seria aproximadamente:
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95
P(Vuelo llegue a tiempo ) & —
( g po) N

Ahora bien, para el Ejemplo 3.19, donde definiamos el experimento aleatorio,
hacer una encuesta con preguntas cerradas para indagar acerca de la preferencia
de un producto cuyo espacio muestral es:

2 ={Bueno, Regular, Malo}

Vemos que no sélo podemos considerar que todos los resultados de este
experimento aleatorio son igualmente posibles, porque la preferencia por una
de las anteriores opciones puede ser mas que las otras en proporcion para un
conjunto de personas.

Entonces, habria que definir la probabilidad de un evento E, como frecuencia
relativa, y para esto asumimos que si un experimento aleatorio se repite 1 veces
bajo las mismas condiciones y & son los resultados favorables para el evento E
, la probabilidad del evento E sera aproximadamente:

~ g
FEEJ“;

Segtin observamos en la formula anterior, se suministra un valor aproximado a
la probabilidad del evento E, ya que la verdadera probabilidad del evento E sera:

n
. Tg
P(E) = lim—
n—oo 1
Cuando n es grande, es decir, cuantos mas ensayos se hagan del experimento

es mas probable que nos acerquemos a la verdadera probabilidad del evento E.

Por otro lado, si miramos Ejemplo 3.20 lanzar una moneda hasta que salga
una cara, con espacio muestral infinito:

n={C,5C,55C,555C,5555C, ...}

En este caso no podriamos asignar a todos los elementos del espacio muestral
la misma probabilidad, porque de ser asi la probabilidad de cualquier evento
seria cero y tampoco podriamos empiricamente hacer este experimento pues
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los elementos de este espacio muestral es infinito, es decir, necesitamos de otras
formas para definir la probabilidad de un evento o suceso.

4.3. CONCEPCION SUBJETIVA DE PROBABILIDAD

Hasta el momento se han definido las probabilidades de un evento de manera
objetiva como lo es el caso de la concepcion clasica y frecuencial de probabilidad
(MARTINEX, 2012). Pero existe también otro tipo de concepcion de probabilidad,
como lo es el de probabilidad subjetiva, que corresponde a la evaluacion personal
que se tenga de un evento. Por ejemplo, un médico cuando diagnostica cierta
enfermedad en un paciente lo hace con base a su experiencia, sus conocimientos
y de un conjunto de exdmenes diagnosticos que practica al paciente. Es decir,
es una probabilidad condicionada a la informacion con la que se cuenta. En
este ejemplo, un paciente que recurre al médico, le da una informacion sobre
su estado de salud. El médico, dada su formacion y su experiencia, “cree” que
tiene cierta enfermedad, pero debe confirmarla, y le manda ciertos exdmenes que
espera que ratifiquen la sospecha, o que se rechace, y continuar con otro tipo de
examenes. Esta manera de asignar probabilidades se conoce como probabilidad
condicional, que se abordara mas adelante.

S. AXIOMAS DE PROBABILIDAD

Axioma 1 si E es un evento cualquiera, entonces 0 < P(E) < 1.

Ejemplo 27: se tiene el experimento aleatorio lanzar un dado. Entonces, el
espacio muestral sera:

n=1{1,2,3,45,6}
Definamos el evento E que salga un nimero mayor que 1, entonces:
E=1{2,3456}

5 _
P(E) =— =083

0<P(E)<1
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Axioma 2 si 4 y B son dos eventos mutuamente excluyentes, entonces
P(AUB) = P(A)+ P(B)

Ejemplo 28: experimento aleatorio lanzar un dado. Entonces el espacio
muestral sera:

n={1,23456}

Definamos los eventos E,; que salga un numero par, E, salga el nimero 1.
Calcular la probabilidad de que salga el nimero par o que salga el nimero 1,
entonces:

El = £2r416}: E: = {1}, E.rl n E: =

I
=]

3 1
P(£1UE:):P[51)+P(E:):E+E:

|
Il
w b
Il
=]
o

Axioma 3 si {1 es el espacio muestral, entonces P(1) = 1.

Ejemplo 29: experimento aleatorio lanzar un dado. Entonces, el espacio
muestral sera:

n={1,23456}

Entonces:
P(R)=1

Teorema 1: para el conjunto @ (conjunto vacio) su probabilidad es cero,
P(0) =0.

Ejemplo 30: experimento aleatorio lanzar un dado. Entonces, el espacio
muestral sera:

n=1{1,2,345:6}

Definamos los eventos E1 que salga el nimero 7. Calcular la probabilidad
del evento E;.

P(E,)=0
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Teorema 2: si 4 es un evento cualquiera de un espacio muestral, entonces
P(A) + P(A%) =1.

Ejemplo 31: experimento aleatorio lanzar un dado. Entonces, el espacio
muestral sera:

n =1{1,2,3,45,6}

Definamos los eventos E; que salga el niimero par. Entonces E, “no salga un
numero impar.

E, = {2,4,6}
E,“=1{1,3,5}
P(E)) + P(E,)=1

Teorema 3: si A es y B son dos eventos cualesquiera de un espacio muestral,
mutuamente excluyentes o no, entonces P(A U B) = P(4) + P(B) —P(ANB).

Ejemplo 32: experimento aleatorio lanzar un dado. Entonces, el espacio
muestral sera:
n={1,2,3456}

Definamos los eventos E; que salga un nimero par, E; salga un nimero
mayor que 4. Calcular la probabilidad de que salga el nimero par o que salga un
numero mayor que 4, entonces:

E,={246} E, ={56}) E,nE, ={6}
1

3 2 4 2
P(E,UE,) = P(E,) +P(E,) —P(E,NE,)==-+4+-——=—-===10.6
(B, UE,) = P(E)+P(E) —P(E,NE) =_+o—c=—=3

Ejemplo 33: en un grupo de 110 estudiantes se encontrd que 52 cursaban
inglés, 37 cursaban francés y 24 cursaban las dos materias. Si se elige un
estudiante al azar, encuentre la probabilidad de que estudie al menos una de
estas asignaturas.

Segun el enunciado:
n(I) = 52

n(F) =37
n(INF)=13
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Y me pregunta la probabilidad de que estudie al menos una de estas
asignaturas, es decir P(I U F).

Como:
P(IUF)=P(I)+ P(F)—P(INF)

52 37 13 6
P(IUF)= +— = A 0.69
110 110 110 110

El resultado es sumar 28 + 24 + 13 = 76 (ver Figura 91 del ejemplo 3.9) y

dividirlo por la cantidad total de estudiantes. En este caso 110.P(J U F) = E.

Ejemplo 34: se tiene la Tabla 18 un grupo de personas encuestadas.

Tabla 18. Tabla Ejemplo 3.34

Fuma No fuma Total
Hombre 45 125 170
Mujer 28 112 140
Total 73 237 310

Si se elige una de estas personas al azar, jcudl es la probabilidad de que sea
hombre o fume?

P(HUF)=P(H)+ P(F)—P(HNF)
170 73 45 198

PHNF)=—4———=
( ) =310+ 310 310 310

=~ 0.64

Corolario 1: Si A, By C son tres eventos cualesquiera de un espacio muestral,
mutuamente excluyentes o no, entonces .

P(AUBUC)=P(A) +P(B)+P(C)—P(ANB)—P(AnC)—P(BNC)+P(ANBN
€)

Ejemplo 35: de los 100 estudiantes de segundo semestre de una universidad,
se tiene que 60 estudiantes asisten a clases de inglés; 40, a clases de francés, y
20, a clases de aleman. 26 estudiantes asisten a las clases de inglés y francés; 10
estan asistiendo a las de inglés y aleman, y 12 estan en las de francés y aleméan.
Ademas, 78 asisten por lo menos a alguna de las clases (es decir, asisten a clases



CAPITULO 3. CONCEPTOS BASICOS DE LA PROBABILIDAD 135

de inglés, francés o alemén). Si se selecciona al azar una persona de segundo
semestre de esta universidad, calcule la probabilidad de que @) solamente estudie
inglés, b) estudie inglés y francés, pero no aleman.

Definiendo I inglés. F francés y 4 aleman

Segun la informacion del ejercicio, se tiene:

n(I) = 60
n(F) = 40
n(4) = 20
n(INF)=26
n(InA4) =10
n(FnA4) =12
n(IUFUA)=178

Aplicando la formula tenemos:

P(I U F U A)
= P(I) + P(F) + P(A) — P(INn F) — P(I N A) — P(F n A)
+ P(INF N A

78/ 100 = 60/100 + 40/ 100 + 20 /100 — 26 /100 — 10/100 — 12 1/00
+ P(Ln G n H)

Despejando:

78 &0 40 20 26 10 12
PUNFNA) =— — —— — — + +—+
100 100 100 100 100 100 100

P(In Fn A) = 6/100

Calcular la probabilidad de que a) solamente asista a la clase de inglés (ver
Figura 92 del Ejemplo 3.11).

P(InF°n A%) = 30/100
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Calcular la probabilidad que b) asista a la clase de inglés y francés, pero no a
la de aleméan (ver Figura 92 del Ejemplo 3.11).

20
P(INFNA")=—
100

EJERCICIOS

Ejercicio 1. ;Cual es la probabilidad de que el equipo Junior, de Barranquilla,
gane el campeonato del futbol colombiano?

a)
b)
©)
d)

Calcular con el enfoque clasico.
Calcular con el enfoque frecuencial.
Calcular con el enfoque subjetivo.

(Cual considera la probabilidad mas adecuada para este caso? Explique
las razones.

Ejercicio 2. Conteste Falso o Verdadero.

a)

b)

d)

Sea el experimento aleatorio lanzar un dado una vez. Los eventos 4 Salga
un namero par; & Salga un nimero menor que dos. Los eventos Ay g
son mutuamente excluyentes.

Para dos eventos 4 y B de un espacio muestral que son mutuamente
excluyentes siempre se tiene que P(A U B) = P(A) + P(B).

Dos eventos 4 y B de un espacio muestral £, son exhaustivos siempre
qQue AUE =1

Consideremos el lanzamiento de un dado una vez. Usted gana, si el
resultado es impar o un numero mayor que 4. La probabilidad de ganar
€s un evento seguro.

Ejercicio 3. Se lanzan dos dados una sola vez, ;cudl es la probabilidad de
que la suma de las caras que muestren sea ja) cinco, b) sea doce, ¢) sea mayor a
siete y par?, d) sea mayor a siete o par?

Ejercicio 4. Se selecciona una carta de un paquete de 52 cartas de poker
(Figura 94), a) ;Cudl es la probabilidad que salga una figura que sea de color
negro y una Q?, b) (Cuadl es la probabilidad que salga una figura que sea de color
negro o una Q?
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Figura 94. Cartas de poker.

U VY LY (VY[vyVY vy vy ivVy[ivey [ vv 3 3
v v v (vo|vv vy vy V V V
NREAARL
s a4 A tAAalaaa asiaaniaana agata 4 s s
: A EEIE A Y 2 5
. . P NI Y X
o |¥% oo
TR ER IR AR R A TR . ¢ .
: o L & [0 030 050 010 050 020 o %0 00 9 ;
¢ * e, 0 |0%
. 3 EARIARXINC 0 0 0
o 070 0 0
R R R R R TN N . : .
£ da e e ala aTe 2l aTa alia aTia g g
. * . 444‘40‘4*4***&@&
RIS
T EEEEEIERIEE IR IE M FEI AR . . .
L 3 ;

Fuente: elaboracion: propia.

Ejercicio 5. En un grupo de estudiantes, la probabilidad de que tengan
computador es de 0.60; auto, de 0.30, y que tengan ambos de 0.25. a) ;Cual
es la probabilidad de que un estudiante tenga computador o auto?, ) ;Cudl es
la probabilidad de que un estudiante tenga solamente computador?, ¢) ;Cual
es la probabilidad de que un estudiante tenga solamente auto?, d) ;Cudl es la
probabilidad de que un estudiante no tenga ni auto ni computador?

Ejercicio 6. De una muestra de 150 personas de cierta ciudad, 100 estan
suscritos a la plataforma Netflix; 80, a la plataforma Disney; 65, a HBO; 30 estan
suscritos a estas tres plataformas al tiempo; 10, a las plataformas Disney y HBO,
pero no a Netflix; 118 a las plataformas Netflix o HBO, y 26 solo estan suscritas
a la plataforma Disney. Si se selecciona aleatoriamente a alguna persona de esa
muestra, calcular a) la probabilidad de que esté suscrita a alguna de estas tres
plataformas, b) la probabilidad de que este suscrita a la plataforma Netflix, pero
no a la de HBO.

Ejercicio 7. La siguiente Tabla 19 muestra el nimero de estudiantes
matriculados en tres especialidades de administracion de empresas en una
universidad, en los afios 2014 y 2015.

Tabla 19. Especialidades vs ario

Especialidad/ afio 2020 2021
Finanzas 160 250
Marketing 140 200
Contabilidad 100 150
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Si se escoge un estudiante al azar, calcule la probabilidad de que a) estudie
Finanzas o Contabilidad, 5) se haya matriculado en el 2020 o estudie Marketing,
¢) No estudie Contabilidad o se haya matriculado en el 2021, d) Estudie finanzas
y se haya matriculado en el 2021.

Ejercicio 8. Sean A y B dos eventos asociados a un experimento. 4 y B son

conjuntos mutuamente excluyentes. Suponga que P(A%) = 1/3, P(B) = 1/5,
y calcule @) P(A U B), b) P(A° N BX).

Ejercicio 8. Sean a4 y g dos eventos asociados a un experimento. Su-
ponga que P(A®) =2/5, P(AUB) =5/7; y P(BY) = 24/35. Calcule a)
P(ANB), ») P(An BS).

Ejercicio 9. Sean 4 y B dos eventos asociados a un experimento. Suponga
que P(A U B) = P(B) = 2/3. P(4 n B) = 1/2. Calcule a) P(A), b) P(B).

7. ALGUNAS TECNICAS DE CONTEO

Las técnicas de conteo son métodos matematicos usados para determinar
de manera rapida el nimero de posibles resultados de un espacio muestral, sin
necesidad de enumerar cada caso individualmente.

71. REGLA DE MULTIPLICACION

Dados k conjuntos con 74 elementos en el primer conjunto, 15 en el segundo,
hasta 1 el k —ésimo. Si se desea escoger una muestra de k elementos tomando
un elemento de cada k conjunto, entonces el nimero de muestras diferentes que
se pueden formar es de:

My Xy XKLL KTy,

Ejemplo 36: un ment ofrece 2 sopas, 4 platos fuertes, 3 jugos y 6 postres.
(De cuantas formas diferentes puedo escoger el ment si se escoge una sopa, un
plato fuerte, un jugo y un postre?

2X4H3I K6 =144

Ejemplo 37: se lanza un dado y una moneda. ;Cuéntos elementos hay en el
espacio muestral de este experimento aleatorio?

2x6 =12
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7.2. REGLA DE COMBINACION

Se tiene un conjunto con N elementos de los cuales se quiere escoger una
muestra de 1 elementos. Entonces, el nimero de muestras distintas de tamafno
n que se obtienen, se puede calcular como:

N ) N

NE‘n=( =T

n

Nota la regla de combinacion se usa cuando se desea seleccionar objetos a
partir de una coleccion, sin contar el orden.

Ejemplo 38: se tienen 3 estudiantes Maria, José y Pedro. Se desea escoger a
dos estudiantes para formar un grupo de estudio ;De cuantas maneras es posible?

3y 31 1x2x3
2)_2!(3—2j!_(1x2)[1)_3

3C2=(

Los grupos que se pueden formar son 3 y estos se enuncian a continuacion
Maria, José
Maria, Pedro

José, Pedro

Ejemplo 39: en una urna hay 4 pelotas negras y 5 blancas, se desea seleccionar
6. (Cuantas selecciones son posibles?

qce.:(:):ﬁ:m

Ejemplo 40: en una urna hay 4 pelotas negras y 5 blancas, se desea seleccionar
6,y ademas dos deben ser negras y cuatro deben ser blancas ;Cudntas selecciones

son posibles?
4 5
4C2>(5C4=( )X( )=3l]
2 4

Ejemplo 41: en una urna hay 4 pelotas negras y 5 blancas, se desea
seleccionar 6, y ademas deben escogerse por lo menos 2 negras ;Cuantas
selecciones son posibles?

4 5 4 5 4 5
4C2 X 5C4 + 4C3 X 5C3 + 4C4 X 5C2 =(2)><( )—I—( )X( )—l—( )X( )=80
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7.3. REGLA DE PERMUTACION

Se tiene un conjunto con N elementos de los cuales se quiere escoger una
muestra de n elementos, donde cada elemento de la muestra debe acomodarse
en n posiciones. Entonces, el nimero de muestras distintas de tamafio 1 que se
obtienen, se puede calcular como:

an=ﬁ=m(w—1jw—z) (N —n+1)

Recuerde que:
NPN = NI

Nota: la regla de permutacion se usa en los casos en que se desea seleccionar
objetos a partir de una coleccion, pero teniendo en cuenta el orden o también se
usa cuando es necesario agrupar objetos diferentes en algiin orden especifico
(uno detras del otro y, por lo tanto, sin repeticion).

Ejemplo 42: se tienen tres estudiantes Maria, José y Pedro. Se desea escoger
a dos estudiantes para nombrar presidente y vicepresidente del curso ;De cuantas
maneras es posible?
3! 1X2X3

3-2) (1)

Los grupos que se pueden formar teniendo en cuenta el orden para escoger
presidente y vicepresidente son 6. Estos se enuncian a continuacion:

3P2 =

Presidente, vicepresidente

Maria, José

Maria, Pedro

José, Pedro

José, Maria

Pedro, Maria

Pedro, José

Ejemplo 43: en un grupo hay 4 mujeres y 5 hombres. Se desea hacer una fila

con este grupo de personas. ;De cudntas maneras es posible?
9! = 362880
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Ejemplo 44: en un grupo hay 4 mujeres y 5 hombres. Desea hacerse una fila
para subir a un autobus teniendo en cuenta que primero se suben las mujeres.
(De cuantas maneras es posible?

4! % 5! = 2880

Ejemplo 45: en un grupo hay 4 mujeres y 5 hombres. Se desea hacer una fila
para subir a un autobus teniendo en cuenta que todas las mujeres se suben una
detras de otra. Es decir, juntas. ;De cuantas maneras es posible?

6! % 41 = 17280

8. EJERCICIOS

Ejercicio 1. En un concurso de television participan doce personas a) ;Cuantas
posibles clasificaciones se pueden presentar al finalizar el concurso?, b) ;Cuantas
posibles clasificaciones de los tres primeros puestos se pueden presentar al
finalizar el concurso?

Ejercicio 2. ;Cuantos posibles resultados se pueden dar al lanzar un dado
cinco veces consecutivas?

Ejercicio 3. En un salon de clases se encuentran 6 hombres y 12 mujeres, a)
(Cuantos posibles comités de representantes pueden conformarse de 8 miembros,
si en cada uno debe haber 2 hombres? b) ;Cudntos comités de 8 miembros pueden
formarse si cada uno de ellos debe contener por mucho 3 mujeres?

Ejercicio 4. ;De cuantas formas puede contestarse un examen de 20 de
preguntas cerradas con cuatro opciones de respuesta?

Ejercicio 5. En un automdvil hay lugar para cinco personas, incluyendo al
que conduce. Suponga que cinco amigos salen y se van en ese auto. Determine
de cuéntas maneras se acomodaran si @) cualquiera de ellos puede conducir, b)
s6lo uno de ellos puede conducir.

Ejercicio 6. Se tiene que formar una clave con cuatro letras (del alfabeto
inglés) y tres digitos (nimeros). ;{De cuantas formas es posible?

Ejercicio 7. Se tiene que formar una clave con cuatro letras (del alfabeto inglés)
diferentes y tres numeros diferentes. ;De cuantas formas es posible?

Ejercicio 8. Se tienen 3 hombres y 4 mujeres. Desea escogerse un comité de
4 personas. a) ;De cuantas maneras se puede escoger, si debe haber 2 hombres
y 2 mujeres?, b) ;De cuantas maneras se puede escoger si debe haber por lo
menos 2 hombres?, ¢) ;De cudntas maneras se puede escoger si al comité no
debe pertenecer una mujer y un hombre especificos?
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Ejercicio 9. ;| De cudntas maneras diferentes pueden formarse los diferentes
arreglos de las letras de la palabra “aleatorio”?

Ejercicio 10. En la fila de un banco se encuentran cuatro jovenes, tres sefiores,
dos mujeres embarazadas y un adulto mayor. ;De cuantas formas diferentes
pueden pasar si se sabe que siempre deben pasar primero las mujeres embarazadas
y el adulto mayor?

o. PROBABILIDAD CONDICIONAL

Ejemplo 46: se tiene un paquete de 52 cartas. Se sacan dos cartas (sin
reemplazo) y se mira el color de la carta. Nuestro espacio muestral si s6lo
miramos el color de la carta es de @ = {RR, RN, NR, NN}. Representado este

espacio muestral en el diagrama de arbol, con sus respectivas probabilidades.
Figura 95. Diagrama de arbol cuando se sacan dos cartas (eventos dependientes).

R P(R/R) =2

51

N P(N/R) = 2)—(1’

P(N) = 2)_(2’ N

N P(N/N)= :)

Fuente: elaboracion propia.

Vemos que cuando se saca la primera carta, puede salir una roja o una negra,
y las probabilidades, respectivamente, son:

P(R,) = 26/52

P(N,) = 26/52
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Ahora, si se saca la segunda carta, puede salir una roja o negra, pero las
probabilidades de sacar una u otra dependen de lo que haya salido anteriormente.
Las probabilidades que se obtienen son probabilidades condicionales:

P(R;/Ry) = 51 Se lee la probabilidad de sacar una carta roja en la segunda,

dado que saqué roja en la primera.

—_— : 6 g
P(N,/R,) = 21" Se lee la probabilidad de sacar una carta negra en la segunda,
dado que saqué roja en la primera.

P(Ry/N,) = = Se lee la probabilidad de sacar una carta roja en la segunda,
dado que saqué negra en la primera.

P(N,/N,) = =N Se lee la probabilidad de sacar una carta negra en la segunda,

dado que saqué negra en la primera.

a) ;Cual es la probabilidad de que salgan dos rojas? En esta pregunta piden
encontrar la probabilidad de que salga roja en la primera y roja en la
segunda. Y se calcula de la siguiente forma:

P(R,NR,) =P(Ry)* P(R,/R,)

P = (5)* () 1o

b) (Cual es la probabilidad de que la segunda carta que se saque sea negra?
En esta pregunta se requiere que la segunda carta sea negra, sin importar
cudl haya salido primero. Es decir:

P(N:] = P[R1n N:j + P(Nlanj
P(N,) = P(R,) * P(N,/R,) + P(N,) = P(N,/N,)

26\ (26\ (26\ (25\ 26 25 51
22752/ \s1/ "\s52/ \s1/ 102 "102 102

En este ejemplo, presta atencion a que la probabilidad no se puede calcular
con la definicion clasica, porque el espacio muestral va cambiando a medida que
extraigo cartas. En este caso, se dice que los eventos son dependientes.
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Las probabilidades de cada elemento del espacio muestral para este
experimento respectivamente es:

01 = {RR,RN,NR, NN}
25 26 26 25
102°102" 102" 102

Ejemplo 47: se tiene un paquete de 52 cartas. Se sacan dos cartas (con

reemplazo) y se observa el color de la carta. Nuestro espacio muestral es
0. = {RR,RN,NR, NN}. Representado este espacio muestral en el diagrama de
arbol (Figura 96), con sus respectivas probabilidades:

Figura 96. Diagrama de arbol, cuando se sacan dos cartas (eventos

independientes).
26
52
P(R)=2 R
52
N P(N) = 0
52
2
R PR =2
52
PIN) = o) N
52
. 26
N P(N)= )
5

Fuente: elaboracion propia.
Observamos que cuando se saca la primera carta, puede salir una roja o una
negra y las probabilidades, respectivamente, son:
P(R,) = 26/52
P(N,) = 26/52
Ahora, si se saca la segunda carta, puede salir una roja o negra, y las

probabilidades de sacar una u otra no dependen de lo que haya salido
anteriormente. Las probabilidades se mantienen:
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P(R,) = 26/52
P(N2,) = 26/52

a) ;Cual es la probabilidad de que salgan dos rojas?, En esta pregunta piden
encontrar la probabilidad de que salga roja en la primera y roja en la
segunda. Y se calcula de la siguiente forma:

P(R,NR,) =P(R,)* P(R,)
e~ () ()

52/ \52) 4
b) (Cuadl es la probabilidad de que la segunda carta que se saque sea negra?

En esta pregunta se requiere que la segunda carta sea negra, sin importar
cudl haya salido primero. Es decir:

P(N,) =P(R,n N,)+P(N,nN,)

P(N,) = P(R,) #* P(N,) + P(N,) * P(N,)
P(N) _(25) . (26)+(26) . (25)_ L1 s
27 \s2/ \s2/ "\52/ \s2/ 474
En este caso, se dice que los eventos son independientes.

Las probabilidades de cada elemento del espacio muestral para este
experimento, respectivamente, es:

0 = {RR,RN, NR, NN}

e | =
o
= | =
= | =

Ejemplo 48: con base en la Tabla 18 del Ejemplo 3.34, un grupo de personas
encuestadas:

Si se elige una de estas personas al azar y resulta que la persona es fumadora,
[cudl es la probabilidad de que sea hombre?

45
P(H/F)= -~ 062
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Ejemplo 49: en un grupo de 110 estudiantes se encontré que 52 cursaban
inglés, 37 cursaban francés y 24 cursaban las dos materias (Tabla 20). Si se elige
un estudiante al azar y resulta que estudia inglés, ;cual es la probabilidad de que
estudie francés?

Tabla 20. Ejemplo 3.49

Estudia inglés No estudia inglés Total
Estudia francés 24 13 37
No estudia francés 28 45 73
Total 52 58 110

Si se elige un estudiante al azar y resulta que estudia inglés, ;cual es la
probabilidad de que estudie francés?

24
P(F/I) = o5 ¥ 046

Definicion 1 dados dos eventos 4 y B de un espacio muestral 2. La
probabilidad de la interseccion se define como:

P(ANnB)=P(A4)=P(B/A)

P(AnB) = P(B)=P(4/B)
Los eventos 4 y B son dependientes.

De lo anterior, las probabilidades condicionales:

P(A/B) = %

P(A/B) probabilidad de A dado que ocurri6 B.

P(ANn B)

P(B/A4) = P(4)

P(B/A) probabilidad de A dado que ocurrio B.
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Definicion 2 dados dos eventos A y g de un espacio muestral £1. Los eventos
Ay B son independientes si
P(AnB)=P(A)=P(B)
P(ANB) = P(B) = P(4)

Se observa que P(A4/B) = A o P(B/A) = P(B)

Definicion 3: dados dos eventos A, B y € de un espacio muestral £). La
probabilidad de la interseccion se define como:

P(AnBnNnC)=P(A)=P(B/A)*P(C/(ANB)
P(A) Probabilidad de 4
P(B/A) probabilidad de 4 dado que ocurrié B
P(C/(A N B) probabilidad de C dado que ocurrié A y B.

La Figura 97 muestra, en la primera rama del arbol, el evento compuesto de
queocurra AyBYC (AN BnNC).

Figura 97. Diagrama de arbol. Definicion 3.

C P(C/ANB)
P(B/A) p <
P(A) < cc P(C°/ANB)

Cc P(C/ANBY)
BB <
P(C°/AN B
C P(C/A°N B)
P(B/A°) <
C  P(C/A°N BY)
P(B°/A°) <
P(C%/A°N B°)

Fuente: elaboracion propia.
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9.1. REGLA DE PROBABILIDAD TOTAL

Dados dos eventos E; y E; de un espacio muestral 5, donde E, y E, son mutua-
mente excluyentes (E, N E, = @) y ademas exhaustivos (E; U E; = 5). Y dado
un evento 4 del espacio muestral §, como se muestra en la Figura 98.

Figura 98. Diagrama de Venn. Probabilidad Total.

El E2 E

Espacio muestral

Fuente: elaboracion propia.
Entonces, la probabilidad de A se calcula:
P(A) =P(ANnE,)+P(ANE,) = P(A/E,)P(E,)+ P(A/E,)P(E,)

Ejemplo 50: Juan tiene un teléfono celular con dos operadores Movistar y
Claro. Normalmente, el 60% de las veces usa el Movistar, y el 40%, el Claro. El
primero falla 10% de las veces y el segundo, 5%.

Calcular la probabilidad de que al llamar le falle el teléfono celular.

Los datos del ejercicio son:

P(M) = 0.6
P(C)= 04
P(F/M) = 0.1
P(F/C) = 0.05

Si Juan hace 100 llamadas, y haciendo una tabla con la anterior informacion,
se tiene la Tabla 21.
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Tabla 21. Ejemplo 50

Numero de llamadas Movistar Claro TOTAL
FALLA 6 2 8

NO FALLA 54 38 92

TOTAL 60 40 100

Con representacion de diagrama de arbol (Figura 99).

Figura 99. Diagrama de arbol. Ejemplo 50.

F  P(F/M)=0.1
P(M)=06 M
Fe P(F°/M)=0.9

F P(F/C)=0.05

F* P(F°/C) =095
Fuente: elaboracion propia.

Al calcular la probabilidad de que al llamar le falle el teléfono celular, usando
la Tabla 21, se tiene:

8

Con diagrama de arbol, Figura 99, se tiene:
P(F)=P(MNnF)+P(CNnF)= P(F/M)P(M)+P(F/C)P(C)

P(F) = (0.6)(0.1)+ (0.4)(0.05) = 0.08



150 LiL1aNA GARCiA BARCO - Luisa MARIA MoNTOYA CONDE

9.2. TEOREMA DE BAYES

Dados dos eventos E; y E; de un espacio muestral 5. Donde E; y E2 son
mutuamente excluyentes (E; N E, = @) y ademads exhaustivos (E, U E, = 5).
Y dado un evento 4 del espacio muestral 5, entonces:

P(E,nA) P(A/E,)P(E,)
P(4)  P(A/E)P(E,)+ P(A/E,)P(E,)

P[Elr'ff‘l] =

Ejemplo 51: Juan tiene un teléfono celular con dos operadores Movistar y
Claro. Normalmente, el 60% de las veces usa el Movistar y el 40%, el Claro. El
primero falla 10% de las veces y el segundo, 5%.

Si Juan hace una llamada y le falla el teléfono celular, ;cudl es la probabilidad
de haya sido por el Movistar?

Los datos del ejercicio son:

P(M) = 0.6
P(C) =04
P(F/M) = 0.1
P(F/C) = 0.05

Si Juan hace 100 llamadas y haciendo una tabla con la anterior informacion
se tiene:

Si Juan hace una llamada y le falla el teléfono celular, jcudl es la probabilidad
de que haya sido por el Movistar? Con base a la Tabla 21 se tiene:

P(M/F) = g =0.75

Con diagrama de arbol (Figura 99).

_P(MNF) _ P(F/M)P(M)
P(M/F) = P(F)  P(F/M)P(M)+ P(F/C)P(C)
P(M/F) = P(MNF) (0.6)(0.1) 208 s

P(F)  (0.6)(0.1) + (0.4)(0.05) 0.08
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Si generalizamos...

Dados dos eventos E,, E2, E; y E,de un espacio muestral S, donde Ey, E3,
E3 y Es son mutuamente excluyentes entre si y ademés exhaustivos. Y dado un
evento A del espacio muestral 5, como se muestra en la Figura 100.

Figura 100. Diagrama de Venn. Teorema de Bayes.

E, E, E; E, E

Espacio muestral

Fuente: elaboracion propia.
Regla de probabilidad total

P(A)=P(ANE)+P(ANE,)+P(ANE;)+P(ANE,)
P(A) = P(J‘UEQP(EQ + P(AfE:]P(E:] + P(J‘UEEJP(EEJ +P{AfE4]P{E4]

Teorema de Bayes

P(E,/4) = %
P(A/E)P(E,)

" P(A/E\)P(E,) + P(A/E,)P(E,) + P(A/E)P(E;) + P(A/E,)P(E,)

Ejemplo 52: un estudiante presenta un examen de estadistica y en una
pregunta de seleccion multiple con cuatro opciones de respuesta y solo una
correcta tiene la probabilidad de saber la respuesta de 0.7. El diagrama de arbol
de este enunciado se puede representar por la Figura 101.
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Figura 101. Diagrama de arbol. Ejemplo 3.52.

Contesta correctamente 1
0.7 Sabe

No contesta correctamente ()

Contesta correctamente 0.25
0.3 No sabe

No contesta correctamente 0.75

Fuente: elaboracion propia.
a) (Cuadl es la probabilidad de que el estudiante no conteste correctamente
a la pregunta?

P(CE)=P(5nC)+P(5°nC)=P(5)=P(C/5) + P(5°)=P(CE/5%)
=0.7#0+0.3#0.75 = 0.225

b) Suponga que el estudiante contesta correctamente la pregunta. ;A qué es
igual la probabilidad de que realmente sepa la respuesta correcta?

pis/cy < PG00 _ P(S) = P(C/S) B 071
s/6)= P(C)  P(S)=P(c/S)+P(5°)+=P(C/SF) 0.7+1+03+%0.25
~ 0.9032

Ejemplo 53: el problema de Monty Hall proviene del concurso de un
programa de television entre los afios 60 y mediados de los afios 80, cuyo
presentador se llamaba Monty Hall. El concurso consiste en que el presentador
de television ensefia 3 puertas cerradas al concursante, detras de una de ellas
hay un premio, que es un carro, y en las otras dos hay un burro en cada una.
El presentador sabe cual puerta tiene detras el carro, y le dice al concursante
que elija una puerta (Figura 102).
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Figura 102. Eleccion de puerta. Problema de Monty Hall.

4 2 3

Elige una puerta [

Fuente: elaboracion propia.

Despugés, sin abrir la puerta seleccionada, el presentador abre alguna de las
otras dos puertas y muestra que hay un burro (Figura 103) y, de este modo,
el presentador le pregunta al concursante si se queda con la puerta que eligio
inicialmente o si cambia la puerta. La pregunta que surge de este problema es si
la probabilidad cambia o no si se elige cambiar de puerta.

Figura 103. E! presentador abre una puerta. Problema de Monty Hall.

1 2 3

Fuente: elaboracion propia.

El problema se puede resolver por Regla de probabilidad total, hacemos el
siguiente grafico de arbol, que muestra la Figura 104.
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Figura 104. Diagrama de arbol. Problema de Monty Hall.

Cambia P(Ganar) =0

Escoge puerta premio
P(Carro) = % No Cambia P(Ganar) =1
Cambia P(Ganar) =1

Escoge puerta no hay premio

2
P(Burro) = 3 No cambia P(Ganar) =0

Fuente: elaboracion propia.

Si observamos la probabilidad de ganar cambiando la puerta es:

P(Ganar cambiando la puerta)=§ *0 + S *1=2/3

Ahora, si observamos la probabilidad de ganar no cambiando la puerta es:

1

z —
P(Ganar no cambiando la puerta)=3 #1+ 3 0=1/3

Entonces, cuando se cambia la puerta hay mayor probabilidad de ganar.

También se puede observar de manera frecuencial estas probabilidades. A

continuacion, se muestra una tabla en la que participaron 19 estudiantes cada
uno jug6 20 veces cambiando la puerta y 20 veces no cambiando la puerta. La
Tabla 22 muestra el conteo de ganar que hizo cada estudiante en el juego.

Tabla 22. Encuesta estudiantes. Problema de Monty Hall

Cambia la puerta No cambia la puerta
Estudiantes Gana Pierde Total Gana Pierde Total
1 11 9 20 6 14 20
2 12 8 20 7 13 20
3 13 7 20 4 16 20
4 14 6 20 3 17 20
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5 0 20 20 1 19 20
6 14 6 20 4 16 20
7 15 5 20 9 11 20
8 12 8 20 11 9 20
9 15 5 20 10 10 20
10 15 5 20 8 12 20
11 9 11 20 2 18 20
12 14 6 20 7 13 20
13 13 7 20 7 13 20
14 12 8 20 12 8 20
15 15 5 20 9 11 20
16 13 7 20 9 11 20
17 12 8 20 11 9 20
18 14 6 20 6 14 20
19 12 8 20 3 17 20
Suma 235 145 380 129 251 380
Proporcion 0,61842 | 0,38157 0,33947 | 0,660526

Al final de la tabla se ve que la proporcion de veces que se gana cambiando
la puerta es de aproximadamente 2/3 (de 0.618221025) y la proporcion de veces
que se gana no cambiando la puerta es aproximadamente 1/3 (de 0.33947368).

10. EJERCICIOS

Ejercicio 1. Se seleccionan 2 articulos de manera aleatoria, sin reemplazo, de
un contenedor donde hay 400 articulos. De los 400 hay 10 que estan defectuosos.
a) (Cual es la probabilidad de que el segundo articulo seleccionado esté defectuoso
si el primero lo fue también?, ), ;cudl es la probabilidad de que los dos articulos
seleccionados estén defectuosos?, ¢) (Cudl es la probabilidad de que el segundo
articulo seleccionado esté defectuoso? d) ;Cual es la probabilidad de que salga
al menos un articulo defectuoso?

Ejercicio 2. En una urna hay 20 bolas 4 azules, 3 rojas, 7 blancas y 6 verdes.
* Se extraen 2 bolas (con sustitucion), Determine a) la probabilidad de que

ambas sean blancas b) la probabilidad de que la primera bola sea azul y
la segunda roja.
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* Abhora se extraen 2 bolas (sin sustitucion). Determine ¢) la probabilidad
de que la primera sea verde, dado que la primera lo fue d) la probabilidad
de que ambas sean del mismo color.

Ejercicio 3. En un grupo de 180 estudiantes 118 estudian inglés; 83, francés, y
45, ambos idiomas. Si se selecciona al azar un estudiante de este grupo y resulta
que estudia que estudia ingles ;Cuadl es la probabilidad de que estudie francés?

Ejercicio 4. En una fabrica, los obreros trabajan tres turnos distintos. En el
ultimo afio ocurrieron 200 accidentes. Algunos de estos se pueden atribuir a
errores humanos, o en otros casos se relacionan con condiciones de trabajo. La
Tabla 23 muestra el porcentaje de accidentes que ocurren en cada categoria en
los archivos de la fabrica.

Tabla 23. Datos del ejercicio 2 Seccion 3.10

Turno Errores humanos Condiciones de trabajo
Diurno 12% 6%
Vespertino 10% 18%
Nocturno 14% 40%

Se elige al azar uno de estos casos de los 200. Si este accidente seleccionado
resulta que se atribuye a error humano, ;cual es la probabilidad de que ocurra
en el turno diurno?

Ejercicio 5. Conteste falso (F) o verdadero (V) segtin el caso:

a) Se lanza un dado una vez, si se definen los eventos A ocurre un nimero
par, B ocurre un nimero menor que 2. Entonces los eventos A y B son
independientes.

b) De un paquete de 52 cartas de poker se extrae unay se dice que es negra,
la probabilidad de que sea un 4 es de 1/13.

¢) Enuna urna hay 4 canicas rojas y 3 canicas verdes. Si se seleccionan 2 al
azary con reemplazo, la probabilidad que sean del mismo color es de 25/49.

d) Laprobabilidad de que llueva hoy es de 0.65, 1a probabilidad de que haya
mucho trafico dado de que llueva es de 0.74. Entonces, la probabilidad de
que en hoy llueva y haya mucho tréafico es de 65/74.
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Ejercicio 6. Un grupo de estudiantes presentan examenes de calculo y de
inglés. La proporcion de estudiantes que aprueban inglés es de 0.7 y la proporcion
de estudiantes que aprueban calculo es de 0.3. Suponga que las notas en cada
una de las asignaturas son independientes. Encuentre la probabilidad de que un
estudiante escogido al azar de este grupo haya aprobado ambas asignaturas.

Ejercicio 7. Suponga que el 10% de las personas que hacen su declaracion
anual de impuestos cometen fraude al tributar, otro 35% cometen algun error al
hacerla, y el resto hace bien su declaracion. De los que hacen bien su declaracion,
8% resultan con saldo a favor, 7% con saldo en cero, y 85% tendrdn que pagar.
En el caso de los que cometen algun error en hacer su declaracion, el 40% tendra
que pagar, el 50% tendra saldo a favor, y el 10% tendran saldo en cero. Por otro
lado, de los que cometen fraude, el 80% tendra saldo en cero y el 20% saldo a
favor. Si un auditor verifica una de estas declaraciones al azar.

a) (Cuadl es la probabilidad de que tenga que pagar?

b) Siobserva que la persona de esta declaracion tiene saldo a favor, jcual es
la probabilidad de que le pongan una multa (si comete error o fraude)?

Ejercicio 8. En una ciudad hay tres compafiias de gas A, B y C. La compatiia
A distribuye el 40%; la B, el 25%, y la C, el 35% del gas para la ciudad. Ademas,
se sabe que la compaiiia A presenta fallas en un 10% de su distribucion; la B, en
un 8%, y la C, en un 3. Un auditor hace una inspeccion en una zona de la ciudad
y ve que no hay suministro de gas, ;cual es la probabilidad de que haya sido la
compaiiia C la responsable?

Ejercicio 9. En una caja hay dos tipos de monedas 2 monedas que por ambos
lados es sello y 3 monedas corrientes, es decir, por un lado cara y por el otro, sello.
Se selecciona de la caja una moneda al azar y se lanza, y se ve que el resultado
de la parte superior de la moneda es sello. ;Cual es la probabilidad de que haya
sido lanzada una moneda corriente?

Ejercicio 10. Suponga que generalmente, en una asignatura de una universidad,
la probabilidad de que un estudiante la cancele, si la esta tomando por primera vez,
es de 0.31; la probabilidad de cancelarla si la esta tomando por segunda vez es de
0.65 y en el caso de que la esté cursando por tercera o mas veces es de 0.04. Supon-
ga también que los porcentajes de estudiantes que estan viendo en este semestre
la asignatura por primera, segunda y tercera o mas veces, respectivamente, es de
59%, 25% y el 16%. Si escoge un estudiante al azar de esta asignatura:

a) (Cuadl es la probabilidad de que no la cancele?

b) Si el estudiante cancelo la asignatura, jcuél es la probabilidad de que esté
cursando por segunda vez?
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Ejercicio 11. Una bolsa contiene 3 pelotas negras y 2 blancas. Se sacan
de la bolsa dos pelotas, una después de la otra, sin reemplazo. a) ;Cual es la
probabilidad de que sean del mismo color? b) ;Cuadl es la probabilidad de que la
segunda pelota que saque sea blanca?

Ejercicio 12. Sean 4 y B dos eventos asociados a un experimento. Suponga
que P(4) = 0.5, P(AUB) = 0.7 y P(B) = w. ;Cual debe ser el valor de w
para que los eventos sean independientes?

Ejercicio 13. Dados A y B dos eventos de un experimento aleatorio. Si
P(A°) =1/5, P(B) = 1/4, P(4/B) = 1/3, calcule P(A U B).

Ejercicio 14. Dados A y B dos eventos de un experimento aleatorio. Si
P(A) = 1/3, P(B/A) = 1/3, calcule P(4 n BF).
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VARIABLE ALEATORIA DISCRETA Y DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

Experimento aleatorio es un proceso que cumple con lo siguiente:

1. Todos los posibles resultados del experimento se conocen de antemano.
2. Cuando se hace el experimento no se sabe cudl resultado va a ocurrir.
3. El experimento se puede repetir bajo idénticas condiciones.

Espacio muestral es la coleccion de todos los posibles resultados de un
experimento aleatorio. Se denota con las letras f1 0 5.

Variable aleatoria X. Una variable aleatoria X es una aplicacion que
asigna a cada elemento del espacio muestral un inico nimero real.

Distribucion discreta de probabilidad. Una distribucion discreta de
probabilidad es el conjunto de pares de la forma (x, P(X = x)). Donde
x son los valores que toma la variable aleatoria X y P(X = x) es su
respectiva probabilidad.

Ejemplo 4.1: experimento aleatorio lanzar una moneda corriente.

Espacio muestral: ©2 = {cara, sella}

Variable aleatoria X asignar “1” si es cara, asigne “0” si es sello.

La distribucion de probabilidad se muestra en la Tabla 24.

Tabla 24. Distribucion de probabilidad Ejemplo 4.1

X 0 1

P(X = x) s V2
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Ejemplo 4.2: experimento aleatorio lanzar un dado.

Espacio muestral 2 = {1,2,3,4,5,6}
Variable aleatoria X asignar el mismo valor.

La distribucion de probabilidad se muestra en la Tabla 25.

Tabla 25. Distribucion de probabilidad Ejemplo 4.2

¥ 1 2 3 4 5 6

P(x=x) 6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

La Figura 105 muestra la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria X.

Figura 105. Variable Aleatoria X. Lanzamiento de un dado.

—06 ‘ i
; ‘ i

Distribucion de probabilidad la ‘

variable X al lanzar un dado ‘

~0s | |
PN A S
o . . . . .

| | |

0 1 B 3 4 5 6

\ | 1

Fuente: elaboracion propia.
Ejemplo 4.3: experimento aleatorio lanzar un dado.
Espacio muestral 1 ={1,2,3,4,5,6}

Variable aleatoria X asignar “1” si es 4, asigne “0” en caso contrario.

La distribucion de probabilidad se muestra en la Tabla 26.
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Tabla 26. Distribucion de probabilidad, Ejemplo 4.3
¥ 0 1

P{:X — x] 5/6 1/6

La Figura 106 muestra la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria X,

Figura 106. Distribucion de probabilidad de la variable X.

L Ll L] 1 .
.| Daistribucion de probabilidad dela |
variable aleatoria X
¢
—06 — e
Lo LT ET LTI
‘ °
0 1 2 3 y 5

Fuente: elaboracion propia.

Ejemplo 4.4: experimento aleatorio lanzar dos dados.

(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),)
(21),(2,2),(23),(24),(2,5),(2,6)
Espacio muestral = < (31),(32),(33),(34),(35).(3.6)
(41),(4.2),(4.3), (44),(45),(4.6)
(5,1),(5,2),(5,3),(54),(5,5),(5,6)
\(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) /

~
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Variable aleatoria X es la suma de los valores de los dos dados.

La distribucion de probabilidad se muestra en la Tabla 27.

Tabla 27. Distribucion de probabilidad, Ejemplo 4.4

Espacio muestral Variable aleatoria Probabilidad
X
(1,1) 2 P(x=2)=1/36
(L2)(2.1) 3 P(x=3)=2/36
(1,3)(2,2)(3.1) 4 P(X =4)=3/36
(1,4)(23)(3.2)(¢.1) 5 P(Xx=5)=4/36
(1,5)(2:4)(3.3)(4.2)(5.1) 6 P(X =6)=5/36
(1,6)(2,5)(3.4)(4.3)(5.2)(6.1) | 7 P(x =7)=6/36
(2,6)(3,5)(4:4)(5.3)(6.2) 8 P(x =8)=5/36
(3.6)(4,5)(5.4)(6,3) 9 P(X =9)=4/36
(4,6)(5,5)(6,4) 10 P(X = 10) = 3/36
(5,6)(6.,5) 11 P(X =11)=2/36
(6,6) 12 P(X=12)=1/36

La Figura 107 muestra la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria X
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Figura 107. Variable aleatoria X. Suma de los valores de los dos dados.

-0.25 ; }
Distribucion de probabilidad de la variable aleatoria
X (suma de los valores de los dados)
—0:2-{——— ‘ - — —
[
‘ ‘
| o
045 |
; ) °
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—0:1
[ ] [ ]
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Fuente: elaboracion propia.

Ejemplo 4.5: experimento aleatorio lanzar dos dados.

((1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)
Espacio muestral g — (3.1),(3.2),(33), (34),(3,5),(3,6)
(41),(42),(43),(4,4),(4,5),(46)
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6)
\(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) /

-~

Variable aleatoria X la diferencia en valor absoluto de los valores de los dos
dados.

La distribucion de probabilidad se muestra en la Tabla 28.
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Tabla 28. Distribucion de probabilidad Ejemplo 4.5

Espacio muestral Va- Probabilidad
riable
alea-
toria
X
(11)(2.2)(3,3)(44)(5.5)(6,6) 0 |P(X¥=0)=¢6/36

(1,2)(2,1)(2.3)(3,2) (3,4)(4.3)(4,5) (54)(5.6)(6,5)| 1 P(x =1)=10/36

(1,3)(3.1)(2,4)(4,2)(3.5)(5.3) (4,6) (6,4) 2  |P(x=2)=8/36
(1,4)(4,1)(2,5)(5.2)(3.6)(6.3) 3 |P(Xx=3)=6/36
(1,5)(5.1)(2.6)(6,2) 4 |P(Xx=4)=4/36
(1,6)(6.1) s | P(Xx=5)=2/36

La Figura 108 muestra la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria X

Figura 108. Variable aleatoria X. Diferencia en valor absoluto.

I
—0.6
Distribucién de probabilidad de la variable aleaotria X

(dilferencia en valor absoluto de los dos dados)

L o|-@

o
N
w
E—

Fuente: elaboracion propia.
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2. PROPIEDADES DE LAS DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE
PROBABILIDAD

. 0<sP(X=x)<1

2. L f(x) =2, P(Xx=x)=1
3. VALOR ESPERADO

El valor esperado, también conocido como media o esperanza matematica,
es el valor promedio que se esperaria obtener si el experimento se repitiera
un gran numero de veces, para una variable aleatoria X se calcula como

X, x, * P(X = x;), con *1-%2, -+ Xy, valores que toma la variable aleatoria X
y se denota como gy 0 E(X).

3.1 VARIANZA
Esuna medida de dispersion que indica qué tan lejos estan los valores posibles

de la variable aleatoria X respecto a su valor esperado (o media), para una variable
aleatoria X" se calcula como:

i(xi —ug)**P(X =x)=

(Z x}*P(X = xij)— (Z x; *P(X = xij) = E(X*) - [E(0)]?

i=1 i=1

Y se denota como V(X)) o 7, 7
Ejemplo 4.6: experimento aleatorio lanzar una moneda corriente.

Espacio muestral 2 = {cara, sello}
Variable aleatoria X asignar “1” si es cara, asigne “0” si es sello.

La distribucion de probabilidad se muestra en la Tabla 29.
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Tabla 29. Distribucion de probabilidad Ejemplo 4.6

X 0 1

P(X=x) |u Ya

1

Con valor esperado H#x = E(X) = 0 (g) +1 (i) =_=

Con varianza V(X) = 07 (i) +1° (é) — (%)z = 0.25

Ejemplo 4.7: experimento aleatorio lanzar un dado.

Espacio muestral 2 = {1,2,3,4,5, 6}

Variable aleatoria ¥ asignar el mismo valor.

0.5

La distribucion de probabilidad se muestra en la Tabla 30.

Tabla 30. Distribucion de probabilidad Ejemplo 4.7

X 1 2 3 4

5

P(X = x) 1/6 1/6 1/6 1/6

1/6

Con valor esperado kx = E(X) =1 (ﬁ) +2 (2) t3 (ﬁ) +4 (2) +5 (2) + f’(

Conrianavn =12 () 4 (2)+2° () #(2)+ () )~

Ejemplo 4.8: experimento aleatorio lanzar un dado.

Espacio muestral 2 = {1,2,3,4,5,6}

21
=]

Variable aleatoria x asignar “1” si es 4, asigne “0” en caso contrario.

La distribucion de probabilidad se muestra en la Tabla 31.

)

;

_ 35
12
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Tabla 31. Distribucion de probabilidad Ejemplo 4.8

X 0 1

P(X = x) 5/6 1/6

Con valor esperado px = E(X) = 0 (E) +1 (ﬁ) = %

Con varianza V (X) = ﬂz( )+ 13( ) (i)z -5

&

Ejemplo 4.9: experimento aleatorio lanzar dos dados.

Variable aleatoria ¥ la suma de los valores de los dos dados.

La distribucion de probabilidad se muestra en la Tabla 32.

Tabla 32. Distribucion de probabilidad Ejemplo 4.9

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(X = x) 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

Con valor esperado

pe=E@ =2(2)+3(Z)+4()+5(3) +6(2)+7(2) +8(2) +9(2) +
10( ) +11(2)+12(2) =7

Con varianza

020G ) ) )
102 (&) +112(2) + 122 (2) - (12 =
Ejemplo 4.10: experimento aleatorio lanzar dos dados.

Variable aleatoria X la diferencia en valor absoluto de los valores de los
dos dados.
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La distribucion de probabilidad se muestra en la Tabla 33.

Tabla 33. Distribucion de probabilidad Ejemplo 4.10

¥ 0 1 2 3 4 5

P(X = x) 6/36 | 10/36 8/36 | 6/36 |4/36 |2/36

Con valor esperado
ne=E@® =0(2) +1(2)+2(2)+3() +4(2)+5(2) =2
Con varianza
v =0 (2)+ 2 (D)+2(2) +5 (D) +# ()5 (3)-() -=
32.  COMBINACIONES LINEALES DE VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

Ejemplo 4.11: sea X una variable aleatoria con distribucion de probabilidad
que se muestra en la Tabla 34.

Tabla 34. Distribucion de probabilidad variable X Ejemplo 4.11

X 1 2 3

P{X — x} 0.3 0.5 0.2

Con valor esperado px = E(X)=1(03)+2(05)+3(02) =19

Con varianza V{(X) = 1%(0.3) + 2%(0.5) + 3%(0.2) — (1.9)* = 049

Ahora, dada la variable aleatoria ¥ como funcion lineal de la variable
aleatoria y, expresada como:

Yy=2X+5

Entonces, la distribucion de probabilidad (Tabla 35) de la variable ¥ se
expresa como:
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Tabla 35. Distribucion de probabilidad variable Y, Ejemplo 4.11

v 7 9 11

P(Y = y) 0.3 0.5 0.2

Con valor esperado u, = E(X) = 7(0.3) + 9(0.5) + 11(0.2) = 8.8
Con varianza y(x) = 72(0.3) + 9%(0.5) + 112(0.2) — (8.8)* = 1.96

También se puede calcular de la siguiente forma dada una variable aleatoria
X, con valor esperado E(X) y varianza V(X). Dada una variable aleatoria ¥,
expresada como:

V=aX+b

Entonces, el valor esperado de ¥ es:
E(Y)=E(aX+ b)
E(Y)=aE(X)+5b
Entonces, la varianza de ¥ es:

V(Y)=V(aX + b)
V(Y) = a*vV(X)

Como E(X) = 1.9y V(X) = 0.49 . Aplicando formulas, se tiene:

Y=2X+5
E(Y)=2E(X)+5=2(19)+5=2858
V(YY) = 2°V(X) = 4(0.49) = 1.96

Dando el mismo resultado.

S. EJERCICIOS

Ejercicio 1. En un paquete de 52 cartas se seleccionan 2, con reemplazo,
a) encuentre la distribucion de probabilidad para la variable aleatoria X que



170 LiL1aNA GARCiA BARCO - Luisa MARIA MoNTOYA CONDE

representa el nimero de figuras (figuras J, Q y K); b) haga la grafica de la
distribucion de probabilidad para la variable aleatoria X que representa el nimero
de figuras (figuras J, Q y K).

Ejercicio 2. En una caja hay 2 billetes de $50.000, 2 de $20.000 y 3 de $10.000.
Si se seleccionan al azar 2 billetes sin reemplazo, a) encuentre la distribucion
de probabilidad para la variable aleatoria Y que representa el valor total de los

billetes. ) (Cual es la probabilidad de que el valor total de los billetes sea mayor
a $30.000?

Ejercicio 3. En una caja de 10 bombillos hay 2 defectuosos. Un comprador
decide seleccionar al azar 3 bombillos, @) Encuentre la distribucion de probabilidad
para la variable aleatoria X que representa el nimero de bombillos buenos, )
(Cuadl es la probabilidad de que al menos un bombillo de los tres seleccionados
resulte defectuoso?

Ejercicio 4. La distribucion de probabilidad de una variable aleatoria X esta
definida por la siguiente funcion f:

0= C) ) )" x =023

-] -]

Encuentre a) el valor esperado de la variable aleatoria x y b) la varianza de .

Ejercicio 5. Una moneda no legal tiene el doble de probabilidad de que salga
cara en vez de sello. a) Hallar el valor esperado de sellos cuando la moneda se
lanza tres veces. b) Hallar la varianza para el nimero de sellos cuando la moneda
se lanza tres veces.

Ejercicio 6. Una empresa produce paquetes de clips. El numero de clips por
paquete varia, como indica la Tabla 36.

Tabla 36. Datos ejercicio 6 seccion 4.6.

Numero de clips | 47 48 49 50 51 52 53
Probabilidad 0,04 (0,13 |0,21 0,29 0,20 0,10 | 0,03

El costo en pesos de producir un paquete de clips es de 1600 + 100X, donde
X es el namero de clips que hay en el paquete. a) Halle el valor esperado y la
desviacion tipica para el nimero de clips. ) Halle el valor esperado y la desviacion
tipica del costo de produccion de los paquetes de clips.

Ejercicio 7. Una persona participa en un concurso de television con las
siguientes reglas:
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» Si contesta correctamente a una pregunta con 4 opciones de respuestas
posibles (solo una correcta) gana $ 4°000.000.

* En caso contrario, se le propone una segunda pregunta con 2 respuestas po-
sibles (solo una correcta). Si acierta gana $1°000.000 y si falla no gana nada.

* El juego termina cuando la persona acierta, o tras fallar la segunda

pregunta.

Si un concursante contesta al azar, calcule el valor de la ganancia esperada.

Ejercicio 8. Suponga que la proporcion del nimero de automoviles que se
devuelven en un mes determinado durante el periodo de garantia en una empresa

automotriz esta dada por la Tabla 37.

Tabla 37. Datos del ejercicio 8 de la seccion 4.6

X 0 1

P(X = x) 0.8 | 0.1

0.04

0.02

0.025

0.015

a) Halle el valor esperado y la varianza para del nimero de automoviles que

se devuelven durante ese mes.

b) Siel costo que cobra un mecanico por la valoracion del dafio del automévil
esta dado por C(X) = 400.000X + 600.000, g) Encuentre la ganancia
esperada del mecanico durante ese mes. b)) Encuentre la varianza de lo

cobrado por el mecanico durante ese mes.







CAPITULO 5. ALGUNAS DISTRIBUCIONES DISCRETAS
DE PROBABILIDAD

1. DISTRIBUCION UNIFORME

Una variable aleatoria discreta x se distribuye de manera uniforme si todos
los valores posibles de X tienen la misma probabilidad de ocurrencia. La variable
X con valores X1-Xz, X3, - » Xy, se distribuye de manera uniforme si funcion de
masa de probabilidad puede expresarse como:

flx)=P(X=x)=—,x =x,, X5, Xg, 0, X,

=

I,
n

Con valor esperado iy = E(X) =

El:. (.;rl-—,ux}"" — EEI: ; .;r;'-"

. 3 z 2
Con varianza o5y = V(X) = m T Hy

Ejemplo 5.1: experimento aleatorio lanzar una moneda corriente.
Espacio muestral {2 = {cara, sello}.

Variable aleatoria X asignar “1” si es cara, asigne “0” si es sello.

La distribucion de probabilidad se muestra en la Tabla 38.

Tabla 38. Distribucion de probabilidad Ejemplo 5.1

X 0 1

P(X = x) 14 1

o+1
Con valor esperado #x = E(X) = — =05,
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. Ry 5 _
Con varianza ¥ (¥) = — - 0.5 = 0.5 — 0.25 = 0.25.

Ejemplo 5.2: experimento aleatorio lanzar un dado.
Espacio muestral 2 = {1,2,3,4,5, 6}
Variable aleatoria X asignar el mismo valor.

La distribucion de probabilidad se muestra en la Tabla 39.

Tabla 39. Distribucion de probabilidad Ejemplo 5.2

¥ 1 2 3 4 5

P(X = x) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

1/6

1+243+445+6 _ 21

Con valor esperado iy = E(X) = .

1 #2% +3% #4745 46" (31)3 35

Con varianza V (X) = . 2) T

DISTRIBUCION DE BERNOULLI

Es una distribucion de probabilidad discreta que describe experimentos
aleatorios en los que solo existen dos posibles resultados mutuamente excluyentes
generalmente denominados como “éxito” y “fracaso” y cuyas probabilidades
son Py q, respectivamente. La variable aleatoria X toma dos valores, cero “0”y
uno “1”, donde “0” es el fracaso y “1” es el éxito. La funcion de distribucion de

masa de probabilidad se expresa en la Tabla 40.

Tabla 40. Distribucion de probabilidad Bernoulli

X 0 1

P(X = x) q P

Donde p es la probabilidad del éxito y 4 es la probabilidad del fracaso. Donde

pt+tg=1.
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Con valor esperado #x =E(X) =0*g+1*p=p
Con varianzass =V(X) = 0%+ q+ 12+ p—p? =p —p? = p(1—p) = pq

Ejemplo 5.3: experimento aleatorio lanzar una moneda corriente.
Espacio muestral @ = {cara, sello}

Variable aleatoria X asignar “1” si es cara, asigne “0” si es sello.
La distribucion de probabilidad se muestra en la Tabla 41.

Tabla 41. Distribucion de probabilidad Ejemplo 5.3

X 0 1

P(X = x) 72 72

Con valor esperado Hx = E(X) =p= 0.5

Con varianza V(X) = pq = (0.5)(0.5) = 0.25

Ejemplo 5.4: experimento aleatorio lanzar un dado.

Espacio muestral 2 = {1,2,3,4,5,6}

Variable aleatoria X asignar “1” si es 4, asigne “0” en caso contrario.
Distribucion de probabilidad se muestra en la Tabla 42.

Tabla 42. Distribucion de probabilidad Ejemplo 5.4

X 0 1

P{X — x} 5/6 1/6

Con valor esperado #x = E(X) =p=1/6
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Con varianza V(X) = pq = (1/6)(5/6) = 5/36
3. DISTRIBUCION BINOMIAL

Una variable aleatoria X se distribuye de manera binomial si X es el nimero
de éxitos en 1 ensayos de Bernoulli independientes (WALPOLE, ef al., 2012). Su
distribucién de probabilidad se expresa como:

n

x] p*q" % ;x=1012,..,n

fE)=pPx=x=(")p - =(

Donde P es la probabilidad del éxito y g es la probabilidad del fracaso. Donde
pt+tg=1.

Valor esperado E (X) = np

Varianza V(X) = np(1 — p) = npq

Ejemplo 5.5: experimento aleatorio lanzar una moneda “cargada” 3 veces.
Donde la probabilidad de que salga cara es el doble de la de sello, es decir,

P(C) = 2P(S5).

Como P(C)+ P(S) = 1. Reemplazando, P(C) = 2P(5), se tiene:

2P(S)+P(5)=1

3P(5) =1
P(5)=1/3
P(C)=12/3

Espacio muestral 2 = {CCC, CCS5,C5C, CSS,SCC,SCS,SSC,SSS}

Variable aleatoria X el nimero de caras que salen al lanzar esa moneda 3 veces.

El diagrama de arbol esta representado en la Figura 109.
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Figura 109. Diagrama de darbol lanzamiento de una moneda cargada, 3 veces.
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2 1
2 o= cecs 2
sl o2 cse 2
3< 3
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2 scc 2
3

1
S 3 SCS 1
2
= ssC¢ 1
¢ 3

8§88 0

Wl

Fuente: elaboracion propia.

La distribucion de probabilidad se muestra en la Tabla 43.

Tabla 43. Distribucion de probabilidad Ejemplo 5.5

X 0 i § 2 a3

3

SRR

e | Q)

P(X = x) (3)15;3 (3)qu

Con valor esperado iy = E (X)=np=3 G) =2

Con varianza V(X) = npg = 3 (S) (é) = ‘_:

Su grafica en GeoGebra se muestra en la Figura 110.
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Figura 110. Grdfico de la distribucion de probabilidad, Ejemplo 5.5.

p=20=0.8165 E’.Ill...r@/\. k P(X =k)

-05 [

win

/" Binomial ~ n 3 P

Fuente: elaboracion propia.

Ejemplo 5.6: experimento aleatorio lanzar un dado ordinario 5 veces.
Elementos del espacio muestral 6° = 7776

Variable aleatoria > el niimero de veces que sale el nimero 4 al lanzar 5
veces el dado.

La distribucion de probabilidad se muestra en la Tabla 44.

Tabla 44. Distribucion de probabilidad Ejemplo 5.6

P(X =x) s

BIRNRIENE

1 2

o eloo e YO

Con valor esperado iy = E(X) =np =5 (E) = g

Con varianza V(X) = npg = 5 (ﬁ) (2) - %

Su grafica y distribucion de probabilidad en GeoGebra se muestra en la
Figura 111.
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Figura 111. Grdfico de la distribucion de probabilidad Ejemplo 5.6.

Distribuciéon  Estadisticas

- - k P(X =k)
-0.8333 0 = 0.8333
# ° G i T &N 6ot

10.4019
20.1608
30.0322
40.0032
50.0001

-05 0 05 . 35 4 45 5 55

Y

/" Binomial ~ n 5 P

Fuente: elaboracion propia.
4. DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA
Una variable X se distribuye en forma hipergeométrica si X es el nimero de

éxitos en una muestra de tamafio “n” seleccionada sin reemplazo de un conjunto
“N> en donde hay «k» gxitos y “N — k” fracasos. La formula de la distribucion

de probabilidad es:
()G
N
)
Valor esperado E(X) = rL—k

Varianza V(X) = (Nl) (E) (1 — E)

N-1 N N

Fx) =P(x=x)=

ymax{0,n— (N —k)} < x < min{n, k}

Ejemplo 5.7: experimento aleatorio se tiene un paquete de 52 cartas. Se sacan
dos cartas (sin reemplazo) y se mira el color de la carta.

Espacio muestral es 2 = {RR,RN,NR,NN} Representado este espacio
muestral en el diagrama de arbol de la Figura 95.

Variable aleatoria X el nimero de cartas rojas.

La distribucion de probabilidad se muestra en la Tabla 45.
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Tabla 45. Distribucion de probabilidad Ejemplo 5.7

X 1
P{X = x] 26y 725 . 25 260 /26 _ 26 26y 725 . 25
(E) (E) ~Toz |2 (E) (E) ~51 (E) (E) = Toz
P(X = x) (zﬂﬁ) (226) s (216) (215) 26 (225) (Eﬂﬁ) s
(52) 102 (52) 51 (52) 102
2 2 2

Donde N =52, n=2k=26yN —k =26

También podemos ver que los valores que toma X se obtienen:

max{0,2 — 26} < x < min{2,26}
max{0, —24} < x < min{2,26}

0=x=2
2(26
Valor esperado E(X) = _(52 =
_ _ (52-2) fz2(26)\(, _28) _ 25
Varianza V(X) = (52_1)( 52 )(1 52) 51

Su grafica y distribucion de probabilidad en GeoGebra se muestra en la

Figura 112.

Figura 112. Grdfico de la distribucion de probabilidad Ejemplo 5.

57

Distribucién ~ Estadisticas

u=10=07001 G T &N

-08 -06 -04 -02 [

02 04 06 08 1

12 14 16 18 2 22 24 28 28

/" Hipergeométrica ~ poblacien 52 n 26 muestra 2

1[0x ¢

k P(X=k)
00.2451
10.5098
20.2451

Fuente: elaboracion propia.
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Ejemplo 5.8: experimento aleatorio se tiene una urna que contiene 3 bolas
blancas y 2 bolas negras. De esta urna se seleccionan 4 bolas (sin reemplazo).

Variable aleatoria X el nimero de bolas blancas. El éxito es que sea bola blanca.
Eneste ejercicio N =5 n=4, k=3yN—-k =2
Podemos observar que los valores que toma X son:

max{0,4 — 2} < x < min{4,3}
max{0,2} < x < min{4,3}

2=x=3
La distribucion de probabilidad se muestra en la Tabla 46.

Tabla 46. Distribucion de probabilidad Ejemplo 5.8

X 2 3

=0 ()6

Su grafica y distribucion de probabilidad en GeoGebra se muestra en la
Figura 113.

Figura 113. Grdfico de la distribucion de probabilidad Ejemplo 5.8.

Distribucién ~ Estadisticas

o . KPX=K)
§=240=04899 Cl I (&)~ B8

304

1 12 14 16 18 2 ol 24 26 28 ¥ 34 36 38

/" Hipergeométrica ~ poblacién 5 n 3 muestra 4

Fuente: elaboracion propia.
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5. DISTRIBUCION DE POISSON

Una variable aleatoria X se distribuye de forma de Poisson si X es el nimero
de éxitos que ocurren en un intervalo de tiempo, area, volumen, longitud, entre
otros. La funcioén de masa de probabilidad se expresa como:

—iAt) x
f&j=FW=I)=i—ﬁﬁLx=ﬂLam

Valor esperado g(x) = At
Varianza v (X) = it

Donde 4 es el nimero de éxitos por unidad de tiempo, 4rea, volumen, longitud, etc.
t es el tiempo, area, volumen, longitud, entre otros.

Ejemplo 5.9: el nimero promedio de accidentes que ocurren en un mes en
cierta interseccion es de 0.2 y la variable se distribuye en forma de Poisson.

a) (Cuadl es la probabilidad de que en dos meses ocurran 3 accidentes?

2 acidentes

o
Para este caso 4 = y t= 2 meses

1 mes

Entonces } « ¢ = 0.4 accidentes

e (02+2) (0.2 2)3 B e~ (04) (0.4)3
3! B 3

A 0.00715 &~ 7.2 x 1073

P(x=3)=

En GeoGebra (Figura 114).
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Figura 114. Cdlculo de probabilidades Ejemplo 5.9. Distribucion de Poisson.

Distribucién ~ Estadisticas

p=0.40=06325

10.2681
20.0536
30.0072
4 0.0007
50.0001
60

-0.5 0 05 1 15 2 25 3 35

/" Poisson ~ p 04
1 (B) 6| E

p( 3 sxs 3 )= 0.0072

Fuente: elaboracion propia.

b) (Cual es laprobabilidad de que en dos meses ocurran mas de 2 accidentes?

P(X>2)=1-P(X<2)=1-[P(X=0)+P(X=1)+P(X = 2)]

e —(0.4) (04) 2

E‘(U.*‘}(n_q_]ﬂ E—[U.4}{U_4jl
1= 0! 11
04° 04t

D4
1-e o I

En GeoGebra (Figura 115).

21

0.47
+ > ] A 0.00793 =793 x 1073

Figura 115. Cdlculo de probabilidades Ejemplo 5.9.

Distribucién ~ Estadisticas

p=0.40=0.6325
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-0.5 o 05 1 15 2 25 3 35

/" Poisson ~ p 04

1 636 |(E)

p( 3 <X)= 0.0079

KP(X=k)
00.6703
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60

Fuente: elaboracion propia.
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6. EJERCICIOS

Ejercicio 1. El 8% de las botellas de una caja de 50 botellas presentan algun
defecto. Si un auditor toma una muestra de forma independiente de 40 botellas,
a) Hallar la probabilidad de que existan 35 botellas sin defectos, ») Hallar la
probabilidad de que existan por lo menos 3 botellas con defectos.

Ejercicio 2. El 8% de las botellas de una caja de 50 botellas presentan algiin
defecto. Si un auditor toma una muestra de forma dependiente de 40 botellas,
a) Hallar la probabilidad de que existan 35 botellas sin defectos 5) Hallar la
probabilidad de que existan por lo menos 3 botellas con defectos.

Ejercicio 3. En la produccion de cierto articulo se sabe que el 86% de 50
articulos el terminado es el adecuado. Si se toma una muestra de 12 articulos, la
probabilidad a) de que ninguno tenga el terminado no adecuado, b) once tengan
un terminado adecuado.

Ejercicio 4. De un total de 20 estudiantes que presentaron un examen de
estadistica, el 75% aprobd el examen. Si se selecciona una muestra de siete
examenes de forma independiente, @) ;cual es la probabilidad de que todos tengan
nota de aprobado?, b) ;cudl es la probabilidad de que més de tres examenes
presenten nota de no aprobado?

Ejercicio 5. En un concurso familiar de television, el concursante lanza dos
dados grandes y el presentador le dice al concursante que gana si en la suma total
resulta un nimero mayor a 9 y que, en caso contrario, pierde. Si el concursante
tiene la oportunidad de lanzar los dos dados 12 veces, a) ;cuantas veces, en
promedio, espera ganar?, b) ;cudl es la varianza de la variable aleatoria?, ¢) ;cual
es la probabilidad de que gane mas de una vez?

Ejercicio 6. En 10 registros de pacientes de un hospital hay 2 que indican casos
de cierta enfermedad. Si se seleccionan 4 registros de forma independiente, a)
[cudl es la probabilidad de que ninguno presente el caso de enfermedad?, b) ;cual
es la probabilidad de que por mucho uno no presente el caso de enfermedad?

Ejercicio 7. Suponga que una secretaria comete en promedio 1 error por cada 5
paginas que escribe. Para las siguientes 300 paginas, a) encuentre la probabilidad
de que cometa 10, 11 y 12 errores, b) encuentre la media y la varianza de la
variable aleatoria X que representa el nimero de errores cometidos.

Ejercicio 8. Una compaiiia recibe un envio de un determinado articulo. Se
comprueba una muestra aleatoria de 40 de estos de forma independiente y se
acepta el envio si resultan defectuosos menos de tres articulos en esta muestra.
Calcular la probabilidad de que se acepte el envio que contiene, @) un 1% de los
articulos defectuosos, b) un 10% de articulos defectuosos.
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Ejercicio 8. Una empresa que alquila lavadoras cuenta con 50 de ellas. Por
informacion que se tiene, se sabe que seis de estas no se encuentran en buenas
condiciones. Si un cliente selecciona en forma aleatoria 5 lavadoras, ;cual
es la probabilidad, @) de que menos de dos de ellas se encuentren en buenas
condiciones, ) mas de tres no se encuentren en buenas condiciones?

Ejercicio 9. Se sacan 5 cartas de un paquete de 52 cartas. Encuentre el valor
esperado y la varianza para la variable aleatoria X que representa el numero
de cartas rojas, si a) las cartas se seleccionan con sustitucion, b) las cartas se
seleccionan sin sustitucion.
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GLOSARIO

Asimetria: Es una medida que indica la falta de simetria en la distribucion
de un conjunto de datos respecto a la media.

Asimetria negativa: O sesgo a la izquierda, se da cuando la cola de la
distribucion de un conjunto de datos se alarga para los valores inferiores a
la media.

Asimetria positiva: O sesgo a la derecha, se da cuando la cola de la
distribucion se alarga para los valores superiores a la media.

CARDINALIDAD DE UN CONJUNTO: La cardinalidad de un conjunto A es el
numero de elementos que hay en el conjunto 4. Se denota como n(4).

Coeficiente de variacion: Es una medida de dispersion relativa que permite
comparar la variabilidad de dos conjuntos de datos, incluso si tienen diferentes
unidades de medida. Se calcula dividiendo la desviacion estandar entre la
media y multiplicando el resultado por 100, para expresarlo como porcentaje.

Conjunto: Un conjunto es una coleccion de elementos u objetos bien definidos.

Conjuntos mutuamente excluyentes: Son conjuntos que no tienen elementos
en comun. Si los conjuntos 4 y g no tienen elementos en comun, la interseccion
entre ellos es el conjunto vacio.

Complemento: Es el conjunto de todos los elementos que pertenecen al
. ; . |

universo, pero que no estan en el conjunto dado. A“ = {xx € A Ax € U}

(se lee son los x tales que x pertenecen al conjunto A y al conjunto B).

Cuartiles: Es una medida de posicion, porque divide la distribucion de un
conjunto de datos ordenados de menor a mayor en cuatro partes iguales, de
modo que cada parte contiene el 25% de los datos.

Curtosis: La curtosis es una medida que indica cuan aplanada o empinada es
la distribucion de un conjunto de datos con respecto a la distribucion gaussiana.

Desviacion estandar o tipica de una variable estadistica: Es una medida
de dispersion absoluta que indica cuanto se desvian, en promedio, los
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valores de un conjunto de datos con respecto a la media. Se calcula como la
raiz cuadrada de la varianza. La desviacion muestral se denota como sy la
poblacional como a.

Diagramas circulares o de torta: Es un grafico circular que se usa para
representar la proporcion o porcentaje de los elementos de cada categoria de
una variable cualitativa.

Diagrama de barras: El diagrama de barras es un grafico bidimensional que
muestra las categorias de una variable cualitativa en un eje y sus frecuencias
absolutas o relativas en el otro, usando barras rectangulares cuya altura
es proporcional a la frecuencia de cada categoria. Este grafico facilita la
comparacion visual entre las categorias representadas.

Diagrama de caja y bigotes: Es una representacion visual de los cuartiles y
de los valores maximo y minimo de un conjunto de datos para describir su
dispersion y simetria. La caja abarca desde el primer cuartil 91 hasta el tercer
cuartil g3, y contiene el 50% de los datos centrales, y dentro de la caja se ve
por medio de una linea el cuartil dos 42 o mediana. Los bigotes son lineas
que se extienden desde los extremos de la caja hasta el valor minimo y el valor
maximo, que no se consideran atipicos.

Diagrama de puntos o frecuencias: Es un grafico que representa los valores
individuales de una variable cuantitativa mediante puntos. El eje horizontal
representa la escala de valores de los datos y cada valor del dato se grafica
con un punto apilandose verticalmente si el valor del dato se repite.

Diagrama de tallos y hojas: El diagrama de tallos y hojas es una grafica
visual para organizar un conjunto de datos con valores numéricos de dos o mas
digitos, en donde se representan los tallos (generalmente la parte inicial o los
primeros digitos) y las hojas (generalmente la parte final o los tltimos digitos).

Distribucion binomial: Una variable aleatoria ¥, se distribuye de manera
binomial si ¥ es el nimero de éxitos en n ensayos de Bernoulli independientes.
Su funcion de masa de probabilidad es

flx)=P(Xx=x)= @]p“(l —p)E = [Dpxq”‘“;x =012, ..,n

Distribucion de Bernoulli: Es una distribucion de probabilidad discreta que
describe experimentos aleatorios en los que solo existen dos posibles resultados
mutuamente excluyentes, generalmente denominados “éxito” y “fracaso” y
cuyas probabilidades son P y g, respectivamente.
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Distribucion discreta de probabilidad: Una distribucion discreta de
probabilidad es el conjunto de pares de la forma (x, P(X = x)), representados
mediante una tabla o un grafico. Donde x son los valores que toma la variable
aleatoria X y P(X = x) su respectiva probabilidad.

Distribucion discreta uniforme: Una variable aleatoria discreta £ se
distribuye de manera uniforme si todos los valores posibles de X tienen la
misma probabilidad de ocurrencia.

Distribucion hipergeométrica: Una variable X se distribuye en forma
hipergeométrica si X es el nimero de éxitos en una muestra de tamano “1”
seleccionada sin reemplazo de un conjunto “N”, en donde hay «“k> gxitos y
N — k” fracasos. Su funcion de masa de probabilidad es

(DG-2)
x/\n—x
()
n
Distribucion de Poisson: Una variable aleatoria X se distribuye de forma de
Poisson si X es el nimero de éxitos que ocurren en un intervalo de tiempo,

area, volumen o longitud, entre otros. La funcion de masa de probabilidad
se expresa como

fx) =P(x=x) =

ymax{0,n— (N —k)} < x < min{n, k}

—I::l.fl I:‘h_}.x

flx)=P(X=x)="- =0,12, ..

x!
Estadistica: Ciencia que se ocupa de describir el comportamiento de
poblaciones o muestras a través de patrones, tendencias y relaciones.

Estadistica descriptiva: Fase de la estadistica que se ocupa de organizar
y resumir la informacion observable de variables, tanto cualitativas como
cuantitativas, obtenidas de poblaciones o muestras. Cuando se trabaja con
muestras, no permite hacer generalizaciones acerca de la poblacion de estudio.

Estadistica inferencial: Fase de la estadistica que permite hacer generali-
zaciones sobre el comportamiento de una poblacion a partir de una muestra,
usando la probabilidad como herramienta fundamental para apoyar la toma
de decisiones.

Escala de intervalo: Cuando la variable estadistica permite tener orden entre
sus observaciones y ademads cuenta con una unidad fija de medida. Es decir,
las observaciones permiten obtener el intervalo o “distancia” entre ellas, y no
posee un cero absoluto, sino relativo.



192

LiL1aNA GARCiA BARCO - Luisa MARIA MoNTOYA CONDE

Escalas de medicion: Forma de clasificacion de las variables mediante la
cantidad de informacion que contiene cada una de estas segtin su descripcion.

Escala de razon: Cuando la variable estadistica tiene propiedades de intervalo
y existe un cero real o absoluto que permita considerar cocientes de mediciones
0 razones.

Escala nominal: Cuando la variable estadistica se describe por medio de
rétulos, nombres o categorias que permiten identificar un atributo del elemento
de la muestra.

Escala ordinal: Cuando la variable estadistica tiene propiedades de datos
nominales. Es decir, rétulos, nombres o categorias y, ademas, admite el orden
entre estas.

Espacio muestral: Es el conjunto de todos los posibles resultados de un
experimento aleatorio. Se denota con las letras {1 0 S.

Evento: Es un conjunto de uno o mas resultados posibles de un experimento
aleatorio. O sea, es un subconjunto del espacio muestral.

Eventos exhaustivos: Son conjuntos de eventos que abarcan todas las posibles
ocurrencias en un espacio muestral, de modo que al menos uno de ellos debe
suceder cuando se hace un experimento aleatorio.

Evento imposible: Es el evento que no incluye ningun resultado y, por tanto,
nunca ocurre.

Eventos mutuamente excluyentes: Son eventos que no pueden ocurrir al
mismo tiempo. Siun evento ocurre, excluye automaticamente la posibilidad de
que ocurra el otro. La probabilidad de la interseccion de estos eventos es vacia.

Evento seguro: Es el evento que abarca todos los resultados posibles, por lo
que siempre ocurre.

Experimento aleatorio: Es un proceso que produce un resultado impredecible
entre varios posibles y cumple con las siguientes condiciones 1. Todos los
posibles resultados del experimento se conocen de antemano. 2. Cuando se
hace el experimento, no se sabe cuél resultado va a ocurrir. 3. El experimento
se puede repetir bajo idénticas condiciones.

Frecuencia absoluta: Es el niimero total de datos o elementos f; que se
encuentran en el i-esimo intervalo de clase (variables cuantitativas) o en una
categoria (variables cualitativas).
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Frecuencia absoluta acumulada: Es el nimero que resulta de sumar la
frecuencia absoluta f; del i-esimo intervalo de clase con todas las anteriores.
Se denota como F;.

Frecuencia relativa acumulada: Es el cociente entre la frecuencia ab-
soluta acumulada de clase Fiy el numero total de datos calculados como
n = X;-, fi. Se denota como H,, donde i representa el i-esimo intervalo).

Frecuencia relativa: Es el cociente entre la frecuencia absoluta de clase fi
y el niimero total de datos calculados como n = X!_, f,. Se denota como
h;, donde i representa el i-esimo intervalo.

GeoGebra: Es un software libre interactivo de matematicas que combina
geometria, algebra, calculo, estadistica y graficos en una plataforma integrada.

Histograma: Es un grafico que representa la distribucion de un conjunto de
datos cuantitativos, mostrando en el eje horizontal los intervalos o marcas de
clasey en el eje vertical las frecuencias (absolutas o relativas) de cada intervalo
mediante barras rectangulares cuya altura corresponde a la frecuencia
(absoluta o relativa) de cada clase.

Interseccion: Es una operacion entre dos 0 mas conjuntos que produce un nuevo
conjunto, formado por todos los elementos comunes de los conjuntos. Si se
tiene los conjuntos 4 y B launién se denotacomoA N B = {xx € A Ax € B}
(se lee son los x tales que x pertenecen al conjunto 4 y al conjunto B).

Intervalos de clase: Es cada uno de los rangos de valores de una variable
cuantitativa continua en el que se decide agrupar los datos para hacer un
resumen de ellos.

Marca de clase: Es el punto medio de cada intervalo de clase. Se calcula
promediando el valor del limite inferior del intervalo con el valor del limite
superior. Se denota como ;, donde i representa el i-esimo intervalo.

Media aritmética: Es una medida de tendencia central que se obtiene
sumando todos los valores de un conjunto de datos y dividiendo el resultado
entre la cantidad total de valores. La media aritmética muestral se denota
como ¥ y la poblacional como K.

Media armonica: Es una medida de tendencia central que se calcula como
el reciproco del promedio de los reciprocos de un conjunto de valores.
Es especialmente util cuando desea encontrarse el promedio de tasas o
velocidades, y cuando los valores representan proporciones o se distribuyen
de manera inversamente proporcional.
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Media geométrica: Es una medida de tendencia central que se calcula
multiplicando todos los valores de un conjunto de datos y luego extrayendo
la raiz enésima de ese producto, donde n es el nimero total de elementos del
conjunto. La media geométrica es 1til para analizar tasas de crecimiento o
cambios porcentuales.

Media ponderada: Es la misma media aritmética o promedio, pero a
diferencia de la media aritmética simple, en la que todos los valores tienen
el mismo peso, en ésta cada valor de un conjunto de datos recibe un peso
diferente, y refleja su importancia o frecuencia relativa en el conjunto de datos.
Para calcular la media ponderada, se multiplica cada valor por su respectivo
peso, se suman estos productos y finalmente se divide el resultado entre la
suma total de los pesos.

Mediana: La mediana muestral es una medida de tendencia central denotada
por %, y es el valor central de un conjunto de datos ordenados en forma
ascendente. Si el nimero de datos en la muestra es impar, la mediana es el
valor que ocupa la posicion central. Si el nimero de datos es par, la mediana
se calcula como el promedio de los dos valores centrales.

Moda: Es una medida de tendencia central que representa el valor o los valores
que aparecen con mayor frecuencia en un conjunto de datos. Un conjunto de datos
puede tener una tinica moda (unimodal), mas de una moda (multimodal), 0 ninguna
moda, si todos los valores tienen la misma frecuencia, y se denota como Mo.

Muestra: Es un subconjunto de elementos extraido de una poblacion, que
resulta representativo y significativo para poder hacer inferencias sobre las
propiedades o caracteristicas de dicha poblacion.

Poblacién: La poblacion o universo es el objeto de estudio. Se puede definir
de manera informal como el conjunto total de elementos que tienen una o
mas caracteristicas o rasgos comunes posibles bien definidos.

Porcentaje: El porcentaje es 100 veces la proporcion.

Probabilidad: Permite cuantificar el grado de verosimilitud de los sucesos o
eventos que no podemos controlar y sus relaciones con otros.

Probabilidad condicional: Es la probabilidad de que ocurra un evento B
cuando se sabe que ya ocurri6 algun evento A. Se denota como P(B/A4).

Probabilidad de un evento: La probabilidad de un suceso o evento es un
concepto muy complejo de precisar. Existen diferentes concepciones acerca
de como definir la probabilidad de un evento o suceso. Entre estas esta la
concepcion clésica o laplaciana, de frecuencia relativa y subjetiva.
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Probabilidad total: Es un principio en teoria de probabilidades que permite
calcular la probabilidad de un evento en funcion de sus posibles causas o
escenarios que cubren todos los casos posibles (un sistema completo de
eventos). Esta regla es util cuando un evento puede ocurrir como resultado de
varios eventos mutuamente excluyentes y exhaustivos. La formula general se
expresacomo P(4) = X, P(A/E,).* P(E;),donde Ey, Es, ... E,; son eventos
mutuamente excluyentes y exhaustivos.

Proporcion: Es una medida que indica la relacion entre una parte y el total
de un conjunto. En términos estadisticos, la proporcion representa el cociente
entre la cantidad de elementos que cumplen con una caracteristica especifica
y el total de elementos del grupo o muestra en estudio. Se expresa como un
valor entre 0 y 1.

Regla de combinacion: Es una técnica de conteo usada para determinar el
namero de formas en que se pueden seleccionar elementos de un conjunto,
sin importar el orden de los elementos seleccionados.

Regla de multiplicacion: Es una técnica de conteo que permite calcular
el namero total de formas en que se pueden hacer una serie de eventos
independientes. Seglin esta regla, si un primer evento puede ocurrir de M
maneras Yy, luego, un segundo evento puede ocurrir de  maneras, entonces
ambos eventos juntos pueden ocurrir en m X n maneras.

Regla de permutacién: Es una técnica de conteo usada para determinar
el nimero de formas en que se puede ordenar o disponer un conjunto de
elementos, por tanto, es una disposicién ordenada de todos o algunos de los
elementos de un conjunto.

Regla de tres simple directa: Regla de tres simple directa se usa cuando dos
magnitudes son directamente proporcionales (dos magnitudes * y ¥ se dice que
son directamente proporcionales si la razon entre ellas es constante y/x = k)

R-Studio: RStudio es un entorno de desarrollo integrado (IDE, por sus
siglas en inglés) disefiado especificamente para trabajar con el lenguaje de
programacion R, ampliamente usado en analisis estadistico, ciencia de datos
y visualizacion de datos.

Tablas de frecuencia: Tabla de frecuencias o tabla de resumen deben tener en
cuenta las categorias o caracteristicas comunes de sus elementos o intervalos,
y en cada una de ellas se hace el conteo de sus respectivos elementos. Este
conteo va a representar lo que se conoce como frecuencia absoluta.
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Técnicas de conteo: Son métodos matematicos usados para determinar de
manera rapida el nimero de posibles resultados de un espacio muestral sin
necesidad de enumerar cada caso individualmente.

Teorema de Bayes: Es un principio fundamental de la probabilidad que permite
actualizar la probabilidad de un evento en funcion de nueva informacion. Este
teorema describe como se puede invertir la probabilidad condicional para
calcular la probabilidad de una causa dado el efecto observado. La formula
general se expresa como P(4/B) = ‘D‘E;)i&’f‘”

Unidén: Es una operacion entre dos o mas conjuntos que produce un nuevo
conjunto, formado por todos los elementos que estan presentes en al menos
uno de los conjuntos, sin repetir elementos. Si se tiene los conjuntos 4 y g
la unién se denota como A UB = {xx € A V x € B} (se lee son los  tales
que X pertenecen al conjunto A4 o al conjunto B).

Valor esperado de una variable aleatoria discreta X

También conocido como media o esperanza matematica, es el valor promedio
que se esperaria obtener si el experimento se repitiera un gran nimero de
veces. Se calcula como X' x; * P(X = x;), con X1,X3, -, X, valores que
toma la variable aleatoria y y se denota como gy 0 E(X).

Variable aleatoria discreta: Una variable aleatoria discreta X' es una aplicacion
que asigna a cada elemento del espacio muestral un tinico nimero real.

Variable continua: Caracteristicas o atributos medibles que asumen cualquier
valor numérico en una escala continua y estan asociados a la recta numérica real.

Variables cualitativas o categoricas: Son caracteristicas o atributos que
toman diferentes formas de descripcion y se dice que éstas son variables de
clasificacion, pero no de medicion.

Variable cuantitativa: Caracteristicas o atributos que toman diferentes formas
de medicion y para esto usa escalas numéricas.

Varianza de una variable aleatoria discreta X: Es una medida de dispersion
que indica qué tan lejos estan los valores posibles de la variable aleatoria X
respecto a su valor esperado (0 media).

Variable discreta: Caracteristicas o atributos medibles que toman valores
numéricos finitos o infinitos numerables y sus resultados surgen del proceso
de conteo.
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Varianza de una variable estadistica: Es una medida de variabilidad absoluta
que para un conjunto de datos es el cuasi promedio de las desviaciones respecto
a la media elevadas al cuadrado. La varianza muestral se denota como s° y
la poblacional como 2.

Variable estadistica: De manera informal, una variable estadistica se
considera como una caracteristica, atributo o medida que es objeto de estudio.
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